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Hagen, EH ER, Inn LRRD A 
gr a EN E LRM, (RE, ZS We E) CES 
使 用 一 种 形式 语 革 ,得 项 车 在 表示 数学 关 傈 时 早已 使 用 ， 在 今天 ， 
如 果 有 八 想 只 利用 日 常 语言 来 建立 数学 的 某 一 个 部 门 ， 对 只 会 被 
ARERI ZR. 自古 以 来 ,在 数学 各 部 四 中 例如 在 代数 学 
中 所 多 得 的 大 进步 ， 主要 地 可 以 说 在 认 : 它 创 造 了 一 套 有 用 的 、 有 
效率 的 形式 体系 . 形式 语言 在 数学 上 所 已 做 到 的 , 即 能 够 对 它 的 
对 象 作 一 个 确切 的 、 科 党 的 处 理 ,在 理论 还 辑 上 写 也 应 当做 到 .的 
秦 , 利 斯 、 概 念 等 等 之 间 的 避 辑 关 傈 现在 可 用 公式 来 表 迷 而 稳 不 至 
PASARE, 但 在 证 车 的 表 过 式 中 , 过 含 糊 却 是 极 易 出 现 的 . 
根据 三 段 论 所 作 的 于 辑 推理 ， 现 在 税 分 解 成 最 基本 的 元 来 而 且 焉 
东 碾 由 开始 公式 出 发 根据 基 些 规则 而 作 的 形式 笠 形 ， 这 些 规则 义 
加 代数 学 中 的 演算 规则 非常 烦 似 ;名 辑 思 考 使 反映 成 肖 辑 演算 了 . 
芝 个 演算 使 得 我 们 有 可 能 去 从 事 探索 一 些 可 多 得 执 晤 和 结果 的 则 
题 ,而 统 粹 内涵 的 名 各 思 考 对 此 ,原则 上 是 揪 能 篇 力 的 ,例如 ,决定 
由 某 个 已 给 的 前 捉 到 底 能 够 推出 那些 命题 等 等 都 属於 各 类 问题. 
近 数 十 年 来 静 辑 着 算 显 得 特别 重要 , 因 乱 过 时 写 已 经 发 展 成 篇 关 
数学 基 链 的 探求 来 股 是 一 个 不 可 鲁 少 的 工具 了 . 

数理 导 辑 运 们 下 想 首 先是 由 菜 布 尼克 明 是 往 册 的. 德 莫 于 
(1806—1876) RA H (1815—1864) FFE — Ipp ik. AA H 
EE ARAR D. AAI REIRA 835—1882) iE E 
Wi (1839—1914) ERE JT EERE. pi EEE ER 
Reia (1890—1895) Sr Ab DÉI AI AE MI EE Dn RT 


2 S e SG sp E o 


有 系 葬 的 收 和 俩 及 祖 充 ， 浇 书 可 算是 由 布尔 开始 发 展 路 乏 的 一 个 移 
Sé, 

SL E HTC 
JEE EE ET réit hn e en bh OR ADR ër SIT St DES br 
EWR. 过 时 弗 震 格 发 表 了 他 的 “计算 概念 ”1879) 以 及 算 入 
的 基本 法 则 ”(1893 一 1903) 两 书 . 皮 旺 诺 恰 他 的 合作 者 在 1894 年 
开始 出 版 了 “数学 公式 ”一 书 , 它 把 各 部 门 数 学 都 表 过 从 晃 辑 演算 
之 中 ， 悚 特 黑 与 纸 素 的 “数学 原理 (1910—1913) 的 出 现 , 更 是 
这 个 发 展 的 一 个 高 襟 ， 最 近 , 希 鲜 柏 受 在 一 条 列 的 论文 与 大 学 
ar, ebe Ee hb IS OC EDD EN RS, ETER A 
本 假设 的 不 予 盾 性 可 以 确认 出 来 .着 个 研究 的 目前 情况 已 由 下 局 
mAIRE. 希 倘 怕 肛 与 伯 尔 奈 斯 的 数学 基 磋 , 第 一 册 (1934) ,第 二 
册 (1939)。 


第 一 S 
命 题 E SS 


命题 演算 构成 了 数理 逮 辑 的 最 初 的 、 不 可 马 少 的 部 分 .所 前 命 
时 是 指 每 一 个 有 意义 的 文句 ,由 宅 的 内 容 可 以 断定 是 车 的 或 假 的 . 
例如 ,下 面 芝 些 便 是 命题 :“ 数 学 是 一 门 科 学 ”",“ 等 是 黑 的 ",，9 是 
毁 数 "等 等 在 命题 演算 中 ,我 们 正 不 深入 考究 各 命题 内 部 的 更 类 
BENERE RE, BAKERE T KAA RA aD i e AS BADR AO HAE 
结构 ,反之 ,在 命题 演算 中 , ILA RA L E fr REEERE hees, 28 
们 都 把 它 当 作 一 个 整 朵 而 处 理 的 . 


$1。 基本 还 辑 联 千 词 的 引入 


我 们 可 以 用 一 定 方 式 把 一 些 命题 联 千 而 成 新 命 题 . 例如 ,由 
南 个 命题 ”2 小 於 3” 及 “ 雪 是 黑 的 ”可 以 组 成 一 些 勒 命题 :“2 bi 
3 与 雪 是 黑 的 ”,“ 2 小 认 3 ERRERA, wE 2 Akt 3 则 雪 是 黑 
的 ” .最 后 ,由 ”2 小 於 3 "可 以 和 组成 一 新 命题 ”2 不 小 检 3 ," 写 表 过 
Bi GC BS DÉI EI CS. 

在 证 癌 上 ， 过 些 命题 的 联结 是 通过 与 ”或 “如 果 … 则 ”” 非 ” 
Sé sm AG UD DE. 

NIR an BR MS WS kee HI e e DÉI Sc e SS R 
合用 大 高 拉丁 字母 X,y;Z;,U,… 等 作 篇 命题 的 记号， BERN 
题 的 还 辑 联结 我 们 引入 下 烈 五 个 记号 : 

1。X( 访 作 非 Xx”) 表示 XX 的 矛盾 的 否定 ， X Ejs TAA 
题 : 当 AT EER, E X AREER. 


ppp re 


4 KKH 


ep 


gi Y ma F. 

3, XVY( 访 作 “X 或 Y”) 表示 下 烈 命题 , ERES BAA a 
命题 X,Y 至 少 : F — ASER. 

4, X>Y afi 如 果 X 则 2) 表示 下 列 命 题 , EBBE BIE 
当 X EI Y IR, 

5 ， 入 ~ 了 ( 读 作 “X SIS vii NÉE NV w XoY, RR TA 
命题 , E DU X,Y AE X,Y ik. DI, X~Y 是 
JS. X Y 有 相同 的 暑假 值 . 

对 3 我 们 要 注意 , 不 要 把 X a Y” GREEN 
HRK R” ORERE R), 如 拉丁 文 aot-aut 那 樟 ， 过 个 或 
AEREO RE, Aude ve WEE, EER, XR Y 
同时 成 立 的 可 能 性 是 容许 的 “， 

复合 句 “如 果 X, DU Y” 不 认 理 解 乱 表示 存在 於 原因 全 结果 之 
六 的 那 种 关 傈 。 MEL RAE X 是 -一 个 假 命 题 或 者 Y 是 一 个 革命 
E Rm X 一 Y EBRA TJ. 

Do. TAARA R AE Sp 

GELEET MURER. 
如 果 2 A265, HUREK. 
如 果 2 们 2 篇 5 ,天 去 基于 的 . 

反之 ,以 下 命题 是 假 的 : “如 时 2 倍 2 和 坊 4， 旭 霉 是 黑 的 -. IE 
管 如 此 ， 关 傈 XY 与 因果 前 你 这 南江 之 隅 仍 然 有 一 共同 点: 在 
X=Y 篇 里 的 情形 下 ,由 久之 成 江 可 以 推出 Y 了 之 成 开 . 

BEIS X~Y WE FARES, Div 与 Y Aa, AREE 
总 十 个 眉 命 题 之 间 以 及 任意 击 个 假 命 题 之 赔 成 开 。 Aan, TAa 

1) ERE R TEDRE RRA TRR. R ARY” CEER) Y X ~Y 


EE (RAHE R e ORLA BEZAK y ii 
算是 互 斥 性 的 “或 ”， 
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HERM: 
(2 与 2 篇 4)~( 雪 是 白 的 ) 
(2 > 3)~~( 雪 是 黑 的 ). 
下 列 附 诗 特别 重要 ，。 依照 我 们 对 论 共 本 联结 词 的 定义 ,可知 
一 复合 命题 的 凌 或 假 只 依 顿 认 所 联结 的 命题 的 趴 或 假 ， 与 它们 的 
合意 无 关 . 设 入 简短 起 见 ， 把 中 命题 记 篇 5 而 把 假 合 题 记 篇 3， 
那 末 联 辕 前 一 可 刻画 如 下 : 命题 RSR, JSR 与 3 一 3 Ron, mi 
3 一 S BRKI. trois Du Nr RS. RF, FR, Des" 
篆 假 ， 此 外 ,RV%,%RV3,S VR 是 芙 ,而 SvV3 篇 假 ， 联 结 词 鳃 则 
Sift RoR, EE 是 其 ,但 R~3,3~% IR, Si, 页 假 而 
FR. 因此 我 们 可 以 有 权 把 基本 联结 蚀 理 解 篇 鞭 值 画 数 , 过 些 夯 
WRR AS KEAR H AER ARA. 
Sitë Ol3. RER RYKER LAAST: ev D 26 


$2.。 SE SKM A uf 


EB Z AR DEI JH AEA AE el P DAE dea ee pap UT A A 
些 更 复杂 的 复合 命题 , 例如， 由 基本 命题 X,Y, Z 可 作出 复合 命题 
((X—>Y)& (YZ) & (X VZ). 正如 基本 联结 启 一 梯 , 每 一 个 过 样 的 
复合 命题 也 表示 一 巾 夏 定 的 小 值 冰 数 .， 束 上 壕 的 复合 命题 而 论 ， 
WEES X,Y,Z 的 暑假 值 分 配 共 有 八 个 可 能 ,好 RRR, RRF; 
RIR; RFF OH HE -FFR :333， 过 些 值 的 每 一 个 分 配 都 通过 
((X—>Y) & (Y—Z))& (XYZ) 
MZEE RES. Pir SRS MAEHE S. 事实 上 ,我 们 可 
k E Ake A E E 
((SR) & (RF)) & (SVS) 
CR zs (Eis 


i N kache. ee w aapea e e men n NEE 


BG & F, br FS, 
Aë 20 ter pn EL 2 Wë Cal Er a E RAE Ea, E 

裘 示 同一 的 其 佳丽 数 的 . 例如 , XR X AES, 即 负重 否定 熏 肯 
ZE- RRL, H X ER ERARA R REER, DRA S 
EIES. Jësëlie pn gn Ee SE IA DL S. dE 
XS SEI", (1) 

下 面 我 们 将 天 出 一 对 玫 其 宅 的 等 值 闵 ， 首先 , 可 以 看 出 , o 

ER a O8v 在 运算 方式 上 与 代数 中 的 记号 “二 ”与 O “是 很 类 似 的 . 
EN, FAJRI SHEAR: 


KKK (2> 
X&(Y&Z) Æ (Xa&aY)&Z (3) 
XVY 签 YvX (4) 
XYV(YVZ) 答 (XYVY)VZ (5) 
XV(Y&Z) 和 (XYVY)& (XVZ). (6) 


正如 上 沽 , 汉 些 (以 及 所 有 装 饼 的 ) 等 值 式 可 用 下 法 攻 明 . 我 
们 对 基本 命题 任意 给 以 吐 时 而 作出 所 有 可 能 的 组 合 ; 答 而 过 了 时， 
对 放 每 一 个 和 组合 ， 所 讨论 的 等 值 式 的 两 遵 每 次 部 给 出 相同 的 悍 假 
Ip. EHRE A Hi ARG. 

由 等 值 式 (2) 至 (6) 可 以 得 到 可 换 律 ,结合 律 及 分 配 律 。 因 篇 
它 个 伍 代 数学 有 天 种 类 似 ， 所 以 亦 有 人 把 Xg&y 叶 做 玩 拖 和 而 把 
XV Y DIER Lin, Cru, or ët 
方式 而 “ 乘 出 ”或 者 把 一 个 公共 因子 提出 谎话 跳 之 外 ， 此 外 我 们 还 
R AAE Xe Y Bfk ECOLE X V Y WE TEE Dr EI 


mmm 


1) VAE, GA A S ona" ET AR C. ERTE, RN 
HEH äquivalenz” Hie NN PWH TG eichue rg", 与 通常 
Sr, KERK. 
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站 名 称 更 篇 通行 ， 因 乱 这 与 代数 不 同 ,我 们 还 有 第 二 分 配 律 
X&(YVZ) 等 (X&Y)V(X&2), z (7) 

下 例 可 以 解释 第 二 分 配 律 : 有 一 个 天 气 预 报 说 :“ 今 天 下 雨 ,而 
明天 天 了 晴 或 后 天 天 了 晴 ”, BRE rn Sur. TC F mA 
天 天 晴 , 或 今天 下 十 而 合 天 天 晴 ， 

因 篇 琐 坦 界 中 关 认 “和”“ 积 ”两 字 的 用 请 ap, RPE 
ERRARE ARN. RPE X a YUH XA YAR, 而 
XV Y 时 做 XX 与 Y 的 析 取 ， 对 於 XY BU ann, 

由 雁 我 们 有 可 换 律 与 结合 律 ， 所 以 多 项 的 全 合 取 和 与 析 取 可 以 不 
用 括号 ， 篇 了 邻 和 合 凶 省 括号 起 见 , 我 们 还 规定 ，V 的 结合 力 强 於 
& ,而 & 又 强 於 一 与 一 。 记号 v 又 可 如 代数 中 的 记号 “” ”一 样 地 
BK. 

HLERA, FARA SREE : 

X&X 颖 和 X， (8) 
XVXŽŠX,. (9) 

因此 在 一 个 合 取 式 或 析 取 式 中 ,如 果 其 中 有 一 项 出 现 多 次 , 则 
写 只 须 写 一 次 便 成 。 下 列 两 个 等 值 式 也 很 适 宣 於 把 复杂 的 复合 命 
题 化 篇 简单 的 命题 : 

X&% 等， (10) 

KEEN (11) 
(10) 表明 里 确 的 合 取 项 永 下 可 以 省 去 ，(11) BRR, 在 一 个 合 取 式 
中 ,只 要 有 一 个 假 命 题 项 出 现 , 裔 合 取 式 郎 篇 假 ， 


相应 地 灶 於 析 取 式 我 们 有 
XYVR 签 8%， (12) 
KAISER (13) 
如 果 含 有 一 个 鞭 克 的 项 , 则 析 取 式 篇 里 。 在 析 取 式 中 一 个 假 的 项 
可 以 删 去 ， 


对 於 乱 通 式 我 们 亦 有 相似 的 关 傈 : 


rear = 


ge RER - .one o e 


8 Sr me R Së KK E 


NS X, XS ZEN. (14) 

GN SR NACH ER, (15) 

一 侦 巷 酒 式 而 有 中 前 件 ( 假 后 件 ) , 则 该 式 与 它 的 合 件 (前 件 的 
TEH AR NAT A RRI EE ORE) ARK E R 


R. 
最 后 ,将 於 等 价 关 傈 我 们 有 
X~R X, (16) 
XS SEN. (17) 
Zb egal e 与 Vv 的 组 合 , 则 下 开关 傈 是 主要 的 : 
X&aYSÆXVYÝ, (18) 


例如 ， E X 表示 断言 “三 角形 人 是 看 角 的 ”，y 表示 “三 角形 人 
EEA” IEAM Xa YERE.: "mom Re Pong 
E An RSR ERTEGEN TPE: 三 角形 人 不 
是 直角 的 或 三 角形 人 不 是 等 腰 的 ”; 而 过 命题 可 表 篇 和 VY. 

同样 又 有 

XVYŠX&ÝŤ., (19) 

例如 ， 假 定 茶 一 个 数学 考试 要 求 应 就 者 至 少 要 精通 算 篇 与 内 
何 两 部 门 之 一 。 裔 XX 指 以 下 命题 :" 应 试 者 精通 算 篇", Y 表示 “应 
RERA”. 如 果 XvVY 篇 车, 则 应 就 者 将 满足 半 个 考试 的 娶 
R. “如果 应 试 者 在 考 坊 中 落 第 了 , WEE XV Y 的 否定 成 立 , 因 而 
便 意 指 :“ 应 配 者 不 精通 算术 亦 不 精通 克 何 ”, 而 道 便 表 篇 X&Y. 

如 果 我 们 利用 记号 一 与 一 ,又 得 到 更 多 的 等 值 式 . 

命题 X 一 Y 意 指 ,不 可 能 同时 和 X 凑 而 了 Y 假 ; 故 有 

XY 等 X&Y.， (20) 

如 果 引 用 (18) ,我 们 可 把 X& 了 YY EA (0 可 写 成 

六 VvY。 因 此 又 有 


X=Y Æ YvY, (21) 
车 把 着 等 什 式 中 的 AN EE DIN. EF SX evt. 我 们 又 得 


第 一 章 命题 演算 y 


到 一 侦 新 关 保 式 
XVY SE NAN (22) 
wR YS 等 了 & 吓 ， 依 腿 (1) 右 端 可 换 成 了 &X, 依 昭 
(2) 再 换 篇 X&Y 了 ,再 依照 (20) 换 篇 X 一 Y， 由 此 便 得 
X 一 Y %& YX, (23) 
如 果 琴 命题 XY 和 与 Y 一 X KATE, 那 便 是 说 , 不 可 能 同时 工 
中 而 Y 假 ,也 不 可 能 同时 YY 上 凌 而 X 假 ”因此 , 合 题 (X 一 Y)&(Y 一 X) 
EDIS: XA Y ARIKE. ARER, 我 们 有 下 烈 的 等 值 
A 


X~Y $ (XY) & (YX). (24) 

Gr RMA RSR ee , ET AH 
X~Y $ Y~, (25) 
X~Y SÉ NN. (26) 


再 由 (19) 和 与 (18) ,把 恋 等 值 式 雨 渴 均 取 其 否定 , WER, 依照 
(1) 人 双重 否定 可 以 删 去 ,我 们 便 得 
XVYŠXĘ&ÝŤ, (27) 
X&Y 等 区 VY， . (28) 
壮 些 等 值 式 表 明了， ,通过 我 们 上 面 所 引入 的 符 兰 以 表示 复合 
命题 时 ,其 表示 方式 是 多 种 多 楼 的 ， 因此 可 提出 一 个 问题 ,是 否 有 
一 、 EH 回答 是 肯定 的 . 首先 ,由 (24) 可 知 ， 
到 号 一 是 可 省 的 ， 因 篇 联结 鹿 XY Hip sms M (20) 
与 (27) 更 得 ,一 与 Vv ETAR, EPST h & ER "me LH 
(21) 和 与 (28) 可 见 , VY 与 EER. 同样 ,一 与 Om: DS 
首先 ,由 (28)& 可 由 VY 与 下 迷 , 而 由 (22),V Y h> RE, 
弗 雷 格 以 一 与 ”的 袁 迷 式 作 篇 基本 ,而 引 素 上 则 以 V 与 “(但 都 
用 与 此 处 所 用 的 不 同 的 符号 )， 最 自然 的 是 用 & gë Ge. ën 
Mim AË (Bretanos) 的 刊 斯 论 一 书 中 所 用 的 . 但 是 特别 庆 用 的 
Eine dE DC IR a Y , 因 篇 依照 等 值 式 (2) 至 (6), 可 以 得 


io ` S ms e e 


a JE 1 E 0 DR LR RS EDD. 

只 用 ~~ 典 ”不 能 把 所 有 的 联结 词 都 表 迷 出 ， 例 如 :X&Y ER 
不 能 由 送 两 记号 表 过 了 . 篇 了 二 有 明 关 点 ,我 们 先 考 碟 只 用 XX 与 Y 
南 个 基本 命题 的 情况 .我 们 考虑 下 烈 八 个 命题 : 

X: Y: X: Y; X~X: XX; X~Y: X~Y, 

An Ruin Gg nl, gin AEEA 
一 加 以 联结 ， 我 倍 便 得 到 一 个 仍然 奥 过 作 个 命题 之 一 相等 值 的 命 
题 。 例如 , RIA (Ni $ X; (X~Y)~(X~Y) $ X~X 
等 等 。 因 需 基本 命题 X 与 了 本 身 出 现在 泛 作 个 命题 之 中 ,所 以 每 
ma, REER even MERAS, GERS A 
命题 之 -一 相等 值 .。 但 是 Xa Y 却 不 全 这些 命题 中 任何 一 个 相等 
值 。 如 果 有 一 个 奥 X& Y 相等 值 的 复合 命题 ;, 写 只 由 一 和 与” 租 成 ， 
EE E E A 等 等 , 那 末 当 把 Z,U,…， 
T 全 部 代 以 X 时 过 等 值 式 仍 然 成 立 . 遭 样 我 们 叉 回 到 上 面 的 情 
形 了 . 

在 表 过 复合 命题 时 否定 蛮 是 不 可 省 的 . 例如 ,如 果 不 用 否定 
HX 便 扔 法 表示 。 用 一 个 未 定 忆 号 和 X 通过 & v 一 ~ 而 组 成 的 所 
有 命题 只 能 表 出 有 下 烈性 质 的 命题 , 序 沉 X ARREA, BE X 
HA X 有 相反 的 其 假 值 . 

值得 注意 的 是 ， 联 结 鹿 Vv 可 仅 由 一 来 表 过 而 无 续 借 否定 记号 
”之 助 . 事实 上 我 个 有 

入 VY 等 (X>Y)>Y, 

I Nu, ërëm RI HIER, 

很 奇怪 的 ,可 以 顺便 一 提 , 即 如 舍 佛 (Sheffer) 所 指出 的 , 可 以 
a ARER RAAT. 他 只 用 一 个 基本 联结 词 XxX|Y, MA: 
“x 与 Y 不 同时 成 立 "， 道 样 ,Xx|XX 便 与 XX 同意 闵 , 而 (X1X)|(Y1Y) 
Egh VIC 序 XVY.。 因 篇 v 与 ”可 通 鸿 合 佛 的 既 记 号 而 表 
过 ,所 以 其 宇 的 基本 联结 词 亦 然 . : 
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我 们 还 要 圳 一 捉 下 面 的 等 值 式 , 帝 表 过 等 价 关 傈 时, 写 介 是 很 
重要 的 : 
X~Y $ XVY&YÝYVX, (29) 
X~Y 等 (X&Y)(X&Y)., (30) 
(29) 是 由 (24) 得 来 的 ,只 要 把 其 中 的 一 依照 (21) 换 篇 VY 与 
便 成 . 〈30) 则 谋 接 由 一 的 意义 得 出 . 


$ 3。 RS 


上 面 我 们 已 经 看 见 ,由 一 定 的 基本 命题 , 记 篇 X,Y,Z,，…:; 在 
SCD re pp Oé e, V ,一 ， 和 后 如 何 可 以 作出 一 些 
痢 的 命题 来 。 上 一 节 所 建立 的 等 值 式 却 告诉 我 们 ,内 容 上 同 章 义 
的 复合 命题 却 可 以 有 多 种 多 榜 的 表示 ， 我 们 可 以 随意 地 由 一 个 释 
到 另 一 个 。 现在 值得 注意 的 是 ,每 一 个 复合 命题 都 可 以 经 过 一 个 
等 值 杰 形 而 炙 成 一 个 范式 ; 道 侦 范式 乃 由 一 些 析 取 式 的 合 取 而 租 
成 ， 其 中 每 一 个 析 取 项 或 者 是 一 个 站 本 命题 ;或 者 是 基本 命题 的 否 
KE 

根据 已 经 建立 的 等 值 式 ， 我 们 可 以 作出 下 烈 的 关於 表 过 式 的 
KEE HUE 

al) 关於 记号 & 与 Vv 的 演算 ， 可 和 代数 学 一 榜 ， 使 用 结合 律 、 
可 换 律 及 分 配 律 . 

a2) X RMA X. 

23) XY Y KA KKK KE 

24) X—Y THA XVY, X ~Y 可 换 篇 和 YY&YXD， 

得 训 指 的 都 是 相互 可 换 性 . 

EREA R TAAA: 首先 利用 规则 a4), 把 每 一 个 到 


D RHR, 道 焉 及 以 馈 我 们 释 常 使 用 上 面 提 及 的 窟 法, MEREV SE Les, 
上 面 式 (30) 已 友 用 到 道 种 入 法 了 )， 


ee rt ep Ot -= 一 一 一 一 -一 a t pe 
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rt 


迷 式 都 换 篇 另 一 个 与 它 等 值 的 式 子 ， 其 由 不 再 含有 记号 一 与 一 . 
因此 所 得 的 表 过 式 便 只 河 用 三 个 记 跑 & YV DK Senn H 
规则 a3), 可 以 把 否定 记号 永 让 的 向 内 深入, 结果 它 便 只 能 放 在 基 
本 命题 之 上 .例如 ,由 
(XY&Y)v (Z&Y) 
先 得 
(XY &¥) & (Z&Y) 3 
再 一 次 应 用 a3) ,得 
XYV?&ZVvY, 
最 后 得 
(KX& Y)Y&ZY. 
所 得 的 表 逢 式 是 由 次 定 的 与 非 苛 定 的 基本 个 题 通过 & S v 
组 成 。 适 时 可 再 利用 分 配 律 ， 在 我 们 的 例子 避 , 道 时 便 得 
XY & VY & ZY, 
最 后 依照 a2) ,把 中 换 篇 X, 叉 换 篇 XX 等 等 , 站 用 迷 式 便 禾 成 
HAT. 


作 篇 另 一 例子 ,我们 考虑 开 过 式 
(CX 一 Y) 一 (了 一 公 ) . 
首先 ,可 依照 a4) 把 记号 一 除去 ,我 个 得 
RY~ YX, 
把 了 换 篇 Y 得 
XY~YZ, 


R.D a4) 我 们 得 
(XY)YX & (YX)XY, 
(Rss Vivxs (Y&R)XY [依照 a3)]. 
把 X R AIR 
(X& Y)YX &(Y& X)XY. 
EERDERE 
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XYX & YYX & YXY & XXY 
HEE (XY) YX) 的 一 个 和 范式. 

还 须 注 瘟 , 一 个 复合 命题 的 范式 兹 非 唯 一 的 ， 例如 ,依照 (29) 
可 知 X~Y 的 范式 篇 XY&YX. 另 一 方面 ,如 果 我 们 在 (30) 的 布 
SIGI ABOL NS 

KX & XY & YR & YY, 
$4. RAHETERA 


一 个 由 菇 本 命题 Xi Rn Xn ÉIS SE OO SÉ &, MN :一 一 ， 
一 用 一 定 的 方式 而 构成 的 复合 命题 , 它 是 鞭 是 假 ,完全 依赖 於 各 基 
本 命题 的 芙 假 性 作 如 何 分 配 而 定 。 如果 把 一 个 窗 合 命题 中 一 个 部 
分 命题 用 另 一 个 与 它 等 价 的 命题 检 换 了 ， 着 个 槛 全 命题 的 站 假 什 
PREE 由 此 可 见 ,在 我 们 的 演算 中 ,记号 一 与 代数 中 的 记号 三 有 
同样 的 作用 0. 

吉 辑 学 的 第 一 个 任务 是 : 找 出 那些 永 天 是 次 的 槛 合 命题 , 即 其 
”中 做 性 与 基本 命题 是 否 卖 示 黄 的 断 守 或 从 Uer o Re 

Gären, ër ERRAT Drei, E E 
pt, AERAR, RERE, MRAMA REAN 
EH Sitë SE re 
规则 便 可 以 刊 定 了 : 

b1) XX KXK. 

b2) 如 果 X 凌 而 Y 篇 随意 一 个 命题 , 则 XY RA. 

b3) np vISv8. Dixsvm8 

E ER Ek komm. xv 可 代入 随便 一 个 命题 或 槛 合 


KEE EEN EE E 
ik EEN RER, 更 与 符号 一 仍 鄙 ， 因此 过 名 戎 目前 没有 根 振 ( 它 
当然 对 的 ,全 要 利用 下 女 -5 11 OSLA VEA ERIRE. 


E 一 
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DaT, 

根据 规划 b1) b2) b3) 及 a1) 可 得 , 所 有 具有 下 列 特征 的 范式 
PERAH ERRAR, EDZE E RER, 至 少 有 一 个 基 
本 命题 与 它 的 否定 同时 出 现 . 温 样 的 表 过 式 不 论 基 本 命题 的 内 容 
如 何 都 居 裘 示意 命题 ,可 以 直接 由 否定 词 的 意义 以 及 联结 词 “ 典 ” 

“ 臣 " 的 音义 而 得 出 。 但 此 外 也 再 没有 其 它 的 永 站 下 过 式 了 .。 因 篇 

设 某 一 个 能 式 有 某 一 个 合 取 项 , 壹 项 当然 是 一 个 析 取 式 ,其 中 每 一 
个 基本 命题 都 只 是 当 作 一 个 非 否 定 的 或 者 只 是 党 作 一 个 否定 的 因 
子 而 出 现 , 那 末 我 们 便 可 以 把 还 个 析 取 式 炙 成 一 个 假 命 题 , 只 要 把 
非 否 定 的 命题 读 号 以 假 命 题 代入 ， 把 袖 和 否定 的 命题 记号 以 贯 命题 
代 久 便 成 ， 通 个 生 式 便 有 一 个 合 取 项 是 玫 示 假 命 题 的 ,因而 全 侦 
表 过 式 便 必然 表示 一 个 假 命题 ， 而 与 其 它 命题 的 记号 作 怎 样 的 代 
AWRA. 

我 们 想 用 一 些 例子 指明 ， 依 照 上 述 方 法 如 何 广 有 明 一 些 命 题 永 
EAH. O 

1. X~X, 

依照 规则 a4) MIRNI 

XX&Xx. 

道 是 个 具有 箔 式 的 表 巡 式 ， 守 的 每 一 个 合 取 项 中 都 有 一 个 基 
本 命题 及 其 否定 出 现 , 因 此 便 是 四 的 ， 

2, X& Map, 

SE 

X&YVX [依照 a4)j]， 
XYX [依照 a3)]. 


1) 本 省 侈 女 均 以 大 帘 拉 丁字 母 表 基 本 命题 ,而 以 德 妆 字母 表 精 构 不 明 的 命题 ( 昂 次 
ME) , 故 b2) 的 区 及 b3) 的 X,Y 均 肪 用 德 六 字母 二 料 - 一 ECH 
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RERI RASA X HN. KR Son, 
3, (XS (X—>Y))—Y., 
我 们 有 
X&XYvYy [ 南 次 应 用 a4) 而 得 ]， 
X(X&Y)Y [依照 a3) ] ， 
XXY&XYY [依照 sl) ] > 
XXY & XYY [IKM a2)]. 
第 一 个 析 取 式 含 有 XX SR X, 第 二 个 析 取 式 售 有 YY 了 和 与 Y， 因 
H(X & (X 一 Y)) 一 了 7， 便 是 一 个 永 凌 的 复合 命题 . 


EWEG KH E 


由 规则 a3) ,我们 可 注意 一 点 , 巧 对 从 刻画 我 们 的 演算 是 非常 
重要 的 . 由 到 规划 可 得 ,每 一 个 表 迷 式 , 如 果 只 由 基本 命题 及 其 语 
定 通过 合 取 ; SECH a 它 的 否 定 可 用 下 法 得 到 ， 即 把 符 
号 & s V 互 换 ,把 基本 命题 与 其 否定 H 

对 此 我 们 可 作 如 下 的 应 用 . BAB A~ E REK, H 
BARER ERAR, ET ERRAR 
REHEMAA onbe ARAKERE). DS 
AUB AAS ERGER E SE Dr Dän MSp pe NA 
都 作 其 否定 ,我 们 双 得 到 另外 一 个 站 的 表达 式 . 如 果 道 等 式 两 小 只 
由 基本 命题 及 其 否定 通 允 合 取 词 和 舆 析 取 记 而 组 成 ， 那 末 我 全 便 可 
以 应 用 上 述 的 规则 . 到 样 我 们 便 得到 一 个 公式 ,七 由 天 始 的 等 式 依 
取 下 法 而 作出 :记号 生 与 Y 互 换 , 而 基本 命题 与 其 否定 互 换 、 因 篇 
道 个 等 式 是 永 半 的 ,所 以 我 们 可 以 把 其 中 的 基本 命题 再 用 其 否定 
RRA. 但 半 样 一 来 ,我 们 当初 便 不 必 把 基本 命题 与 其 否定 互 换 了 . 

因此 ， 我 们 入 下 面 的 六 偶 原则 : dp Jet 的 公式 
biede EE EE SE 取 EI 而 外 
成 ， 如果 把 其 中 & EN V 彼此 互 换 ， 我 们 又 得 到 一 个 永 鞭 的 FRÈ, 
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例如 
X(Y& Z)~XY& XZ 
ER aen, CekbRe —2m0Ebi ”由 它 ; 根 据 对 偶 原 则 ,我 
们 得 下 公式 
X&YZ~X&aY)(X&Z), 

ERERKEN , 东 表 示 第 二 分 配 律 . 

同样 ,由 以 下 永 甘 公式 

(X&X)Y~Y, 
根据 对 偶 原 则 园 榜 可 竺 一 个 永 下 凌 确 的 公式 
XX & Y~Y. 


$ 6. eso Bega 


从 形成 否定 的 规则 中 得 出 一 个 重要 的 应 用 . 我 们 已 经 看 见 ， 
每 一 个 选辑 表 巡 式 都 可 以 锣 成 一 个 秀 式 .和 过 个 范式 由 一 些 析 取 式 
的 合 取 而 成 ， 而 每 一 个 析 取 项 都 是 一 个 否定 的 或 非 否 定 的 基本 售 
RS Jet een IR ee CRT Të Dirk BU al) 至 a4) 而 得 . 
此 外 我 们 逮 有 第 二 -个 范式 ， 写 由 一 些 合 取 式 的 析 取 而 成 。 每 一 个 
合 取 项 都 是 一 个 否 定 的 或 非 否定 的 基本 命题 .我 们 把 过 个 范式 时 
做 fro, 而 上 面 那 个 范式 ,篇 区 别 起 见 ;, P 可 叫做 bar . 

村 把 一 个 表 过 式 伙 成 析 取 和 范式， 可 傅 下 烈 方 式 进 行 . 先 取 原 
表 迷 式 的 否定 , 把 它 炙 成 合 取 能 式 , 再 依 我 们 的 规则 作成 其 否定 . 
但 我 们 亦 可 利用 以 下 事实 , 郭 在 规则 21) 至 a4) 中 , 合 取 与 析 取 是 
HRH. 

我 们 可 以 由 合 取 和 范式 看 出 一 RERET REL, pie EA 
Hg 式 我 们 亦 可 决定 ， 是 和 否 永 假 . 如 果 每 一 个 析 取 项 都 包 含有 一 


1) 仿 第 三 意 $ 8 ADETA, WER UOL 篇 已 及 明 的 永 黄 公式 ,外 ,B 的 结构 癌 正 
ir. BUI & 毁 Y 互 换 冰 把 前 后 件 对 调和 后 ,我 个 又 得 -个 永 牙 公式 一 一 缪 者 让 . 
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个 基本 命题 及 其 否定 , 那 末 写 便 是 永 假 了 . 

如 果 我 们 考虑 到 ,一 个 析 取 秀 式 的 天 定 就 是 一 个 合 取 和 能 式 ( 体 
KIZ, 依照 上 述 的 杏 作 否定 的 规则 而 作成 的 ) , Kn Aa CS 
永 假 党 且 仅 营 它 的 否定 是 永 扶 ， 那 末 立 列 可 得 到 上 画 那 句 话 的 司 
Bi y. 

作 篇 析 取 秀 式 的 糜 用 的 一 例 , 我 们 海 碟 窗 合 命题 

XY & YZ&X&Z. 

经 过 应 用 第 二 分 配 律 ,我 们 得 到 范式 
(X&YÝY&X&Z)V(X&Z&X&Z)V(Y%Ý&X&Z)V(Y&Z&X&Z). 
aR, HAMARS AERA E ARa A X A 
EE YAY EURA ZAZ. Alk, XY&YZ&X&Z 

便 代 表 一 个 永 假 的 命题 . 

析 取 能 式 有 一 个 特别 明晰 的 仅 点 。 各 个 析 取 项 能 未 示人 在 所 和 狂 
的 复合 命题 乱 臭 的 各 眉 可 能 性 . 例如 ,Xx~Y ATERS I AGIN 
篇 (X & Yy)(X&y)， 而 得 便 使 我 们 知道 , 要 使 得 X~Y RAR, UHA 
或 者 X 贷 了 两 者 东 质 ,或 者 X KE EK e 


$7. 由 一 些 输 定 的 基本 命题 所 能 作成 的 复合 命题 的 棉 体 


央 放 命题 源 筑 还 有 一 个 重要 的 和 注意， 天 注意 航 的 是 关於 由 有 
限 多 个 基本 命题 X1,X2,…,X» 上 所 能 组 合 而 成 的 命题 的 狠 体 ， 驯 肢 
我 个 只 把 不 是 彼此 避 回 等 值 的 命题 首 作 不 辣 的 命题 。 在 冲 侦 前 提 
之 下 ,上 述 的 条 体 只 能 包含 有 限 多 个 命题 . 

正如 我 们 前 面 已 提 到 的 ， 南 个 由 X11,X2,… ,Xs RRI E 
此 等 值 , 当 且 仅 当 该 十 个 命题 对 XK Xn 的 任意 值 时 都 有 相 
HARRIE EE, 对 枞 基本 命题 的 疾 或 假 来 说 ,我 们 有 2” 个 可 
能 性 , 因 篇 ,Xi1,X;,… ,Xs 中 的 每 一 个 命题 都 可 其 可 假 。 SYNE 2” 
个 情形 的 每 一 个 情形 ， 如 果 我 们 都 对 某 一 个 由 XXX 所 租 
成 的 命题 规定 了 它 答 鞭 或 假 以 后 ,该 命题 便 砍 定 了 .由 此 可 网 , 册 . 
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Xi,X2，,… ,Xs 所 组 成 的 命题 ;其 中 彼此 不 相间 的 恰巧 有 20 ) 个 . 

由 XX 自己 所 租 成 的 4 个 不 同 命题 是 

X; X; XVX; X&X,., 
DX 与 了 所 组 成 的 16 个 不 同 命题 是 
X: Y; X&Y; XVY; XY; Y>X; X~Y; XVX 
及 它 个 的 否定 : 
X: Y: XVYÝ; X&Y: X&Y; Y&S X; X~Y:X&X, 

ZEE 22” 个 命题 中 ,有 两 个 是 估 有 特别 地 位 的 , BRERA, 
ETERA Xi VX, (或 Kuck) 及 永 假 命题 它 可 表示 篇 Xi& Kéi 

HH Xi, Ne Xn MMEA E AIEA ol KRIS TF Sou 
定理 而 得 到 一 个 形式 方面 的 综 括 : 

车 依 第 一 分 配 律 而 把 

WK dE Ve V(X, & Xn) 
EP, 上 则 由 基本 命题 Xis Xs,…,X» AA 
得 的 表 巡 式 中 其 - -个 部 分 合 取 却 :相等 值 ， 只 有 永忠 命题 是 唯一 -的 
SE? LKE 以 把 反常 的 部 分 合 取 式 ， 部 把 没有 合 取 项 的 
it nmn, Sein Limbach 
的 各 合 取 项 是 做 Xi, X23 Xn 的 组 成 要 素 - 

Lama po 我 们 人 先 把 这 个 由 Xi1,X3，,… Xa M A 
成 的 表 过 式 释 成 合 取 和 范式 ， 因 需 如 果 我 们 把 一 个 疾 确 的 合 取 项 除 
去 ,一 表 过 式 的 凌 假 值 六 不 改 锥 ,所 以 如 果 一 合 取 项 同时 含有 X 疆 
X, RMT EH. RMATA FHR, E AE 可 换 篇 XX， 
经 此 之 和 后 仍然 留 下 来 的 每 一 个 合 取 项 ; 都 是 从 XI aner Xa 
中 的 不 同 的 项 ( 世 具有 不 同 的 足 码 一 一 法 者) 所 作 的 忻 取 .如 果 在 
一 析 取 式 中 底 缺 少 克 又 缺少 天 ,我 们 可 以 旬 生 个 析 取 式 加 入 一 个 
1) 本 总 明 筑 假定 合 芭 和 范 式 的 存在 性 ， BUAIR AMARE 

LARR Mr H e dn RN E ARR, 但 是 否 有 一 命 
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RRX & Xi) ,再 根据 第 一 分 配 律 展开 ,过 梯 整 个 命题 的 帝 假 值 
花 不 致 於 更 改 . 结果 ,对 每 一 个 i 而 车, 每 一 个 合 取 项 都 或 者 售 有 
X;， 或 者 含有 X. 如 果 有 两 个 合 取 项 (主考 按 , 每 一 个 合 取 项 都 
是 一 个 析 取 式 ) 只 是 其 中 析 取 的 砍 序 不 同 , 那 未 我 们 使 只 需 写 出 其 
中 之 一 。 遭 样 , 广 表 过 式 便 具 有 上 面 所 要 求 的 形式 了 . 
Gm de, ste JN Xn 所 租 成 的 命题 我 们 都 
SN, 
过 个 范式 是 唯一 的 《或 许 合 取 项 或 析 取 项 的 次 序 可 以 不 同 )， 
其 意 指 :十 个 等 值 的 窗 合 命题 必用 同一 的 范式 表示 ， 因 篇 对 座 XV, 
恰巧 和 由 


AX Zb 


3 H OFN 


Xis X2，…; Xs 所 和 组 成 的 不 同 的 命题 的 个 数 一 样 多 ， 
上 上 述 的 特 县 和 范式 有 种 种 的 应 用 . 首先 , 借 它 有 了 时 可 以 对 一 个 
AR JE RIBLE AEA IR H SE fi H ARER. SH. RI EIE RE 
E ARER, SET SIE 元 规划 而 作出 可 能 有 的 简化 : 
XA & KO. Si (Xa X) VA 
与 3[ 等 值 . 

” ”作坊 例子 ,我 们 试 考 号 命题 4& AR. BTIPERR A S BT 
EB, 我 们 把 合 取 项 4 换 和 起 4Y(B& 好 )， 冰 利用 第 一 分 配 律 把 据 
zB. 再 把 两 次 出 现 的 Ap 项 只 寅 一 次 ,我 们 便 得 到 特 暴 能 式 

AB & AB, 
把 A 放 在 括号 外 便 得 4(B & 8) ,再 根据 -上述 请 元 规则 使 得 4， 因 
此 ,A EE A & 48 的 最 简单 的 表 过 式 . 
RER A & AB IER Bim "Stone ZS 
AB& AB & AB. 
过 琉 第 -一 第 二 项 以 玫 第 一 第 三 项 都 可 以 合 侨 超 来 . 篇 了 使 十 不消 
TRH EITE a, RIEA, I 
(AB & AB) & (AB & AB), 
人 元 和 后 便 得 4& B. 
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HES, 由 基本 命题 X1, X22 ,Xn 所 租 成 的 一 个 但是， T 
rëm RET RRRA, EE 我 们 便 可 以 
极 容 易 地 看 出 来 . 当 且 仅 当 所 考虑 的 命题 的 特 轨 范式 中 , 合 取 项 
Xi VX Vo V Xn 牙 未 出 现时 ,该 命题 可 不 用 否定 记号 而 表示 . A 
篇 ,如果 一 个 命题 可 由 X11, X;,…, Xs 而 不 用 否定 词 而 构成 , 上 则 党 
Ai, Kan ,Xs 都 用 疫 命 题 代入 时, 首 命题 永 是 鞭 砍 的 ,但 是 售 有 合 
PUH X VXV e VX 的 命题 却 没有 过 个 性 愤 。 所 以 上 述 人 条 件 是 
必要 的 。 田 一 萎 面 , 它 也 是 无 分 的 , 因 篇 特 轩 能 式 中 每 一 项 ,只 要 
ERE Xi VXV e VX,, 我 们 都 可 不 用 否定 词 而 表示 . 例如 

LAI, RI (Xa & X3 & … & Xa) Xa, 
XıX2X3X4X;X o HI SEL Nk KE Aer: kan VX3V XsV: … 等 等 . 

因此 在 由 Xi,X;,… ,Xs 所 组 成 的 2 个 命题 中 , 恰巧 有 一 秆 

是 可 以 不 用 否定 词 而 表 过 的 . 


SR 锯 於 昔 通 有 效 性 及 可 满足 性 问题 的 补充 注 惹 


对 一 个 由 基本 命题 Ni, NK, 所 租 成 的 表 迷 式 而 阁 , Lat 
的 特 办 能 式 亦 可 简称 它 篇 依照 Xi, X25 ,Xs 的 展开 式 . 

股 有 一 个 复合 个 题 ,其 中 除 Xi1,X2，,… ,Xs 外 ,如 售 有 基本 从 是 
Yi yz ,Ym。 对 办 对 种 命题 ,在 一 定 意义 下 ,我 们 还 可 以 把 它 依 
H Xis Xas o Xa WERT, Disse MARR, 其 中 
FEAR ARE A R RIET I, 其 一 只 e Y1,Y2,…,Ym 有 关 ， 
其 一 则 篇 Xi, X2, Xn 的 租 成 要 素 . 

AE RA JER f E. RPR ARARKEN Ah HSL 
ARE BEER. EIR Xise Xai Yis Yo EPS, BIRR XiX 
X, 的 组 成 要 素 而 集 项 便 得 . 

把 一 个 表 过 式 通 梯 地 依照 X1, X,，…,X 而 展开 , 具有 一 定 的 
和 点 .我们 已 经 看 见 ， 一 个 表达 式 的 营 表 有 效 性 的 制定 问题 ， 亦 郎 
SEIRE MERER, EE AOA 有 限 的 程序 来 决定 
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是 否 永 下 总 确 的 问题 ,在 命题 演算 中 是 完全 解决 了 的 . 过 个 于 
是 的 回答 让 可 通过 人 台 取 秀 式 而 竺 到 .与 普通 有 效 性 问题 相对 偶 的 是 
TREERE, EEDS- AAA E ERER, 决定 (仍然 是 通 
过 确定 的 有 限 的 程序 一 一 译 者 ) 到 底 它 永 下 篇 假 还 是 有 一 个 命题 
诺 足 它 , 即 还 是 有 -一 个 命题 使 蕊 篇 凌 吉 个 于 题 。 过 个 问题 的 解决 ， 
APREGAR, RAEE KIS ERREAK ARRA 
亦 可 . 此外, SEY mA ROE E ELA HT E E S RN oO SE eE 
AGRAL EJ EL. 

HIN. Kb" Ska X X23 Xa; Yis Y2, 
Ym。 双 届 Yiyz Ym EMEKI, BERME. RAE, Yi, 
Van ,Ym MEMEDE E, FEER ERKE X 
都 是 次 的 9 又 Yi,Y2,… Ym ZEITEN REA 
篇 假 ? 

J RER, 我 们 将 就 4 = 2 而 回答 半 个 问题 。 兰花 任 意 
的 >, 其 解答 是 完全 相似 的 . 试 把 过 表 过 式 依照 Xi 与 X; 展开, 得 

BIOY1, Ym) XX2 & BY1, Ym) RIX2 & 
& BY1, Ym) XXa be BAY1, Na EE, (A) 

我 们 可 以 假设 莹 4 项 是 通通 出 现 的 例如, 设 马 少 舍 XX 的 
I, RPE Y AMA RER da Ym) XX2 HEP dn, 

Y m) EA E E DEIER gp Ee 

我 们 断言 :要 使 每 公式 CA) 对 於 任意 的 EZE 都 是 里 确 的 ， 
SA 发 和 与 充分 条 件 是 : 命题 di Wi dé Kä & Ø: (Ya dé Yn) Ki 
(vi … d EC " Yn) ERKI. 

志 休 件 的 充分 性 是 显然 的 ,但 EIER. 因 篇 ,比如 说， 
如 果 DOY, yz Y m) PR, BRRIP X, 代 以 一 个 站 命题 而 
把 xz 代 以 -个 假 命题 . 适时 (CA) ER OY Yn) 等 值 ,因而 
ERELT. 

相应 地 可 以 竺 到 其 对 偶 间 题 的 解答 ， 表 过 式 (A) 对 於 AN 


22 数 理 E Sp A Së 


Xa Rote. R Am HAHA Nisar … E eg 能 满足 下 式 
(Yi, Ym) V BY1,-: WW Ym)V ØY, Ym) V TATA? 


$ 9. BIRZAI mE — t R ER 


在 $4 PRIME UD AR E, EERE SE UH Er 00 ée 
粹 选辑 地 闫 黎 的 复合 命题 ,又 使 我 们 能 锡 决 定 , 某 一 个 给 定 的 复合 
命题 是 否 具 有 过 种 性 里. 现在 发 生 一 个 新 闻 题 : H BARKI — e 

定 ( 公 理 )， RATE HE 七 的 所 有 可 能 的 推 葵 ， (eer ée Gr 不 
eeng, 

STT 了 有 限 多 个 确定 的 公理 90 W, LIT GB ` 
一 个 克 定 的 复合 命题 5 是否 适 些 公 理 的 推 葵 ， AR RIRE ET PA ARIS 
的 工具 徽 底 回答 . HA, 4 HEN 

TK SDK WEST 
是 一 个 普通 有 效 的 有 选辑 公式 时 ,我 们 便 得 到 肯定 的 和 回答. 例如 由 : 
A $ A—B 而 推出 B 过 个 事 虎 相克 从 下 列 公 式 的 普 肖 有效 性 
(A & (A—B))>B. 

但 是 对 於 可 能 作出 的 全 体 推 葵 ， 我 们 还 没有 一 个 系 航 性 的 综 
SS. HINE, SKS DVC TRA. 

设 在 我 们 的 公理 中 出 现 有 基本 命题 X1，,…, de 
理 都 用 & 联结 起 来 ,再 把 所 得 的 窗 合 命题 依 X1,…,X, 而 展开 zé 
B Xi ,Xs 的 一 个 钥 成 要 来 , 正 设 它 不 是 所 得 的 特 界 和 能 式 中 的 
HERA. Spe NN 天 当 地 代 以 里 或 假 命 是 ,对 组 
成 要 素 将 炙 成 全 然 是 假 命 题 的 析 取 ,因而 生成 一 个 假 命 是 . 另 一 - 
方面 , 4T RARA, 我 们 的 特 办 范式 却 秋 成 一 个 装 命 题 了 : 
因 篇 , 它 的 每 一 个 合 取 项 都 与 所 考 店 的 组成 要 素 有 所 差 办 ,因而 每 
侦 合 取 项 的 析 取 项 中 至 少 有 一 项 是 和 鳞 上 所 考虑 的 组 成 要 来 的 一 个 析 


1) 开 擒 德 文字 母 的 用 法 容 只 $5 5. 
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取 项 是 相反 的 ,代入 和 结果 每 一 个 合 取 项 都 有 一 个 里 的 析 取 项 ,因而 
每 个 合 取 项 都 揽 , 随 而 公式 也 便 中 了 .因此 所 考虑 的 组 成 要 素 便 
不 是 :前 些 公理 的 推 葵 . 由 此 可 知 ,根据 这 些 公 理 所 作 的 每 一 个 推 
论 , 宙 的 特 轩 范 式 中 所 出 吏 的 组 成 要素 ,只 能 是 者 些 已 痉 在 对 些 公 
TERI DC BAC rh Ca EN, Ton, 

AR NES IR A R , DE e ASRR 11 sees, OI ICH E a 
的 一 般 程 序 : 

把 所 有 的 公理 | & e 对 所 得 SEA EH 
zm Ee EA <“ 联结 之 ,过 楼 我 们 便 得 到 
该 系 A DM 具有 FERMER. SI 19 页 所 提 到 的 
消 元 规划 之 助 ， 及 时 识 辕 论 可 得 到 更 简单 的 医 SECH 

对 上 上述 的 情形 , BI A 及 4 一 B 作 篇 公理 上 时, 上述 的 程序 如 

下 : 
z 先 把 。 A& (A 一 8B) 依照 4 RBD, 
` A&(A—>B) ZE ARAB, 
Aë AP ZS A(B &B)& AB, 
A(B&B)&AB 等 AB& AB& AB. 
AB & ABa AB 使 是 恋 邓 列 公 理 的 特 界 能 式 。 因此 4B& 4B 等 
”(4 & 41B 等 B 便 是 着 些 公理 的 一 个 推 苔 
由 4 与 4 一 B 上 所 得 的 其 化 推 论 篇 : 
AB; AB; AB; AB & AB 4 A(B & B) 等 4; 
AB & AB 等 A~8， 
自然 还 有 
AB& AB&AB 签 A&B. 

如 果 我 们 还 想得到 一 些 推荐 ， 其 中 含有 在 公理 中 未 全 出 现 的 
命题 C 的 , 那 末 这些 公理 不 应 该 依照 4 与 B 而 展开 ,而 须 依 妥 A, 
B,C WBA. 

另 一 眉 例 子 如 下 : 设 我 们 有 南 个 公理 4~B RBC, RIE 


AB & BA; BC & CB. 
e RRIA Ap. Cuba GI 
ABC & ABC & ABC & ABC & ABC & ABC, 
aA p —iiiEam , eti , 
ABC & ABC & ABC & ABC. 


S 


AC(B&B)& AC(B& B) 


AC & AC BD Art, 
对 礁 首 种 推理 的 应 用 ,我 们 到 要 举 出 两 个 例子 . 
设 44 指 命题 :“ 每 个 实数 都 是 代数 数 ” ,而 8 指 :“ 实 数 集 是 可 数 
的 "在 数学 中 证 明了 下 麟 事实 : 
首先 ，4 一 8， 即 “如 果 每 个 实数 都 是 代数 数 ， 则 和 罕 数 集 是 可 
数 的 ”. 
其 次 ,B:; 即 ” 洋 数 集 不 是 可 数 的 . 
以 此 作 篇 前 提 便 是 : 
'AB&B 
展开 和 后 得 
AB& AB& AB, 
一 个 结论 是 AB & AB 等 4(B & B) 等 4 , 朗 我 们 得 出: 
“站 非 每 一 实数 都 是 代数 数 ”， 乔 便 是 有 关 趣 越 数 的 存在 性 的 
推论 . 
作 和 起 第 二 个 例子 , 丽 A,B,C 分 别 表示 
4:“ 巡 度 的 加 法 定理 是 甘 和 的 ”. 
B:“ 在 恒星 系 中 光 以 等 速度 沿 各 方向 传播 ”。 
C:“ 在 地 球 上 光 以 等 速度 沿 各 方向 侍 播 ”. 
首先 , 我 们 有 数学 定理 : (4 & Bin, BU "Am REE Gm d 
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理 是 其 的 , 叉 如 果 在 司 星 系 中 光 以 等 速度 沿 各 方向 传播 ;好 在 地 球 
上 光 仿 播 速 度 不 能 在 各 方向 都 相等 ”. 
其 次 , 极 据 物理 实验 , 知 B 和 与 C 是 贯 的 . KARPA FAZ 


EE 
(4A &B)—>C;B;C, 
过 些 假定 的 合 取 仑 式 需 
ABC&B&C, 
EE 


ABC & BAC & BAC & BAC & BAC & CAB & CAB. 
这 上 咎 有 一 结论 篇 


经 过 和 集 项 后 我 倍 便 得 
(B&B)AC & (B&B)AC, 
AC& AC, 
(C & C)A4, 
A. 


因此 得 出 结论 ,速度 加 法 定理 不 是 芙 的 . 

由 任意 雨 个 互相 了 矛盾 的 公理 可 以 推出 随意 一 个 定理 . E, 
设 我 们 把 4 ER AERA, mR B AREE., BREE 
A& 4 依照 4 与 B 展开 得 

AB & AB & AB & AB. 
因而 得 
AB & AB, 故 得 B. 

上 壕 的 程序 可 以 使 我 们 作出 已 答 公 更 的 所 有 推论, 换 句 话 识 ， 
可 以 找 出 所 有 那些 复合 命题 ,它们 上 比 已 输 的 命题 更 弱 一 些 。 相反 
地 , 我 们 亦 可 间 , 有 哪些 复合 命题 它 倍 比 已 给 的 命题 更 给 一 些 
所 ,有 嘟 此 假定 是 以 已 狂 的 命题 作 念 推 匣 的 2 BSE EOR, E 
可 用 类 似 的 三 法 得 到 : 先 把 和 结论 依照 所 有 的 基本 命题 而 展开 ,因而 
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FrEE ARREN. RPE E HI ER D AH e e rh CES ID 
些 , 用 x MRSA n DN mg Er nl eo T. 


$ 10.。 命题 次 算 的 公理 


命题 演算 论 的 公理 形式 可 用 下 法 得 到 : RPNE fk E 
雁 的 槛 合 命 题 , 上 再 答 出 一 些 形式 规则, 依照 对 些 规 则 能 狗 把 所 有 其 
鲜 的 永 闭 公式 和 从 所 逮 出 的 公式 推出 来 、 冲 些 规 则 在 名 辑 小 算 中 的 
作用 , 恰 儿 吏 辑 推理 在 数学 理论 和 在 物理 理论 中 的 作用 一 样 .。 过 
未 推理 所 以 不 能 在 带 详 的 ( 即 顾 及 其 含意 的 ) 方式 下 使 用 ,是 四 和 起 
我 们 目前 的 探 完 半 象 浴 巧 正 是 脖 辑 推理 形式 本 沪 . 

我 们 要 把 选辑 的 基本 公式 (公理 ) 侦 推 才 永 过 公 式 的 基本 规则 
In DI o. EECH 下 列 四 个 : 

a) XV X—X, 

b) X—eXVY, 

c) XVY>YVX. 

d) (X—>Y)—[Z V X—Zv Y]. 

EAA, An opge Cp AERAR, ME 
BE. 第 二 个 公理 不 外 是 13 页 所 提 到 的 规则 b2)”, 第 三 个 公理 
是 析 取 词 的 可 换 性 ( 泽 者 按 , 可 换 性 由 它 推 出 , 但 宅 不 是 可 换 性 本 
身 ) ;而 第 四 个 公理 属 , et 9 mgep E Vaxy e, 可 以 把 它 的 两 
Së RIES itra Z 用 析 取 词 隘 结 之 . 

此 外 ， 我们 把 记号 一 只 当 作 缩写 而 使 用 X 一 Y RERE 
X vY 的 一 个 方便 写法 ， 例 如 ， 如 果 不 用 身 写 ， 公 理 a) 实际 是 指 
XVXV—VX, 

想 由 作乱 基本 的 中 始 公 式 或 由 己 经 推出 的 公式 而 得 出 新 公 


(men A a air RT, BRAA RE 
at, 
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R, RHA T ARR: 
a) 代入 规则 
对 於 一 个 命题 释 元 ( 郎 对 从 一 个 大 写 拉 村 字母 ) 可 代 以 一 个 复 
合 命题 ,但 必须 在 它 所 出 现 的 每 处 地 方 ,都 代 以 相同 的 命题 . 
P) RAAP” 
由 企及 ?一 两 公式 可 得 一 新 公式 3. 
下 一 和 凶 , 我 们 将 娃 交 地 物 明 ,运用 了 二 两 休 规 划 和 后 ,如 何 地 可 
从 公理 或 已 建立 的 公式 而 推出 新 公式 来 . 现在 简要 地 就 有 关 命 题 
演算 的 公理 体系 方面 作 一 些 一 般 性 的 奸 释 、 
在 建立 公理 系 先 时 ,我 们 只 用 联结 鹿 Vv 与 . Spe La 
己 提 及 的 事实 ， 即 诞 两 个 联结 刘 针 和 於 表 示 所 有 复合 命题 来 说 是 足 
PW. 需 了 方便 起 见 ,当然 我 们 亦 用 记号 一 , «~. IKRAR 
道 些 妈 号 的 公式 ， 我 们 只 理解 篇 它们 仅仅 是 含有 刀 号 Y 僵 ” 的 全 
Bel TEE EE Ae S EvS 


(参见 $2 处 的 等 值 式 (21), (28),(24))， 

我 们 所 用 的 公理 采 和 攻 基 本 上 是 悚 特 黑 与 姥 来 (数学 原理 Prin- 
cipia Mathematica 第 一 版 ) 所 欠 出 的 他们 还 用 到 另 一 个 公理 

XV (YvVZ)=YV(XVZ), 

GET Ee 

pe bt ErAH E RI ën e, ae 与 ,或 一 与 ” 同 榜 
是 足 狗 的 ， 所 以 我 们 丈 可 以 把 只 出 现 有 & ER np D 
mag sde mes, EIDEN EAS E E 
EEA st ID Eë Dip gp ER HEH ERARA E 


1) RET RRA EFRA? |, E e Or "ee HUTT, (tt re 
"egene ie. 

2) Rernays, P: Axiomatische Unte:suchung des Aussagenkalkils der Principis 
Mathematica (数学 原理 的 命题 演算 的 公理 探 对 ). Math. Z. Bd. 25(1926). 
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We 


EMARE. 他 过 个 系 葬 除 用 我 们 的 规则 a) 与 B) 外 , 还 
有 下 列 六 个 公理 : 

LI. Xxe(Y—X), 
, (X—(Y>Z))—>((x>Y)>(X—>Z)), 
(X—(Y—2))—(Y—(X—>Z)), 
(X—Y)—(Y—X), 
Ke Eé 

, XX. 

Engt myey (J. Lukasiewicz) 所 指出 的 , 弗 雷 格 和 个 公理 
系 翘 可 换 以 更 简 的 ,只 由 下 烈 三 个 公理 所 租 成 的 系 和 炉 : 

1 X—(Y-—>X), 

2. (X—>(Y—Z))>((X—Y)>(X—>Z)), 

3, (XY)—(Y—X). 

Ann BEI ERRARE 
始 公式 2 也 是 可 以 的 . 

EBO. Nicod) 首 先 只 用 一 个 联结 词 , 朗 上 文 提 到 的 会 佛 (Shef- 
fer) DORAN X/Y 而 建立 命题 演算 的 公理 系 藉 "， 过 个 系 料 只 
用 一 -个 并 既 公 式 

[X/CY/ZII/ALIO/OIO CV/Y/ (XIV) /XIV))Y), 
din IER EH DU B) KATARU: 由 两 公式 A 及 3A/ (3/€) 


A 


1) Frege, G: Begriffschrift, ene der arithmetischen nachgebildeten Formel- 
sprache des reinen Denkens ( 吉 凌 廊 字 : 坟 粹 思 潜 的 算术 地 仿造 的 形式 语 茄 ). 
Halle, 1879. 

2) Lukasiewicz, J. und Tarski, A.: Untersuchungen über den Aussagenkalkül 

(Amm; C. R. Soc. Sci., Varsovie, Bd. 23, Klasse II, 3, 1930). 

3} Nicod, J. G. P.: A reduction in the number of the primitive propositions of 
logic (WIAA amA). Proce Camb. Phil. Soc. Vol. 19(1917). 
LE Quine, W. V.: A note on Nicod’s postulate (M/E BEHEE), 
Mind, Vol. 41. 
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我 们 可 得 新 公式 C. 

有 了 时 命题 演算 的 公理 系 久 ， 即 一 开始 便 把 一 切 基 本 联结 词 都 
引进 来 的 过 种 系 葱 ,也 有 其 优点 : 即 沉 我 们 要 求 把 每 一 个 基本 联 知 
词 在 加 辑 推 论 中 所 起 的 作用 都 画 可 能 清晰 地 表示 出 来 上 时， 根据 送 
侦 澳 点 而 作出 的 公理 系 移 已 由 希 尔 柏 脱 与 伯 狠 奈 斯 答 出 ”. 

此 外 ， 我 们 的 规则 al) 至 a4), b1) 至 b3) CA $3 与 $4) 也 合 
有 命题 澳 算 的 一 个 公理 孙 入 。 着 个 邓 入 含 有 了 唯 -一 的 一 个 开始 公式 
XVX 以 及 6 休 用 以 推出 新 公式 的 规则 . 

最 和 后 ,我们 提出 占有 特殊 地 位 的 、 由 怪 钦 (G. Gentzen) 所 建立 
的 “自然 推理 菠 贷 ””， 写 企图 使 公式 间 的 形式 推理 更 近似 於 你 前 
BI RERA A RIHAR RSA HEAT ,例如 数学 中 所 常用 的 那 种 亲朋 程序 . 
着 个 演算 不 舍 有 任何 还 辑 公理 而 只 含有 推理 圈 式 ， 这 些 略 式 指出 
了 ,由 已 葵 的 一 些 假定 可 以 作出 哪些 结论 , 又 指出 了 , 我 个 可 以 得 
RER EDE E E MERR AI GA BD IEIR EFR ERE K) FADA. 


$511. 由 公理 推演 公式 的 例子 


现在 我 们 再 回 到 由 基本 公式 a) 至 d) 以 及 推演 规则 a) 与 B) 
Pré GN DOS 

2051 5 21907, EPE h Be bere D 
WAK. RPB EIT TRE , Die Een. Seu ek AR 
持 纯 形式 冕 点 是 特别 困 闪 的。 

在 公式 的 推 芽 中， 值得 把 一 些 非 常 惯 於 重复 出 现 的 运算 综合 


1) Hilbert, D. und Bernays, P.: Grundlagen der Mathematik (数学 基 磋 )， 
66 F. 

2) Gentzen, G.: Untersuchung über das logische Schliessen I und II GEHE 
IREJEE Æ), Meth. Z., Bd. 39 (1934). MEJA kZ Jaskowski 独立 地 六 
T.H Jaskowski, S.: On the rules of suppositions in formal logic 《有 形式 
AN E EGA Pi. Stodia logica Nr. 1 (1934), 


30 数理 如 坦 基 雄 

而 成 于 出 规则 的 形式 ， 和 这样 的 规 副 可 以 一 次 地 预先 答 出 相 麻 的 形 
REE HIH. PPE AI A RE : A h Aa A I FEFFE : 
EIFE ERREA LL R R ET m H AER RK RIR 
JE. 

规则 L 如 果 V4 篇 可 十 明 的 公式 , 划 A T. 

杂 明 可 直接 由 公理 a) 而 得 经 过 对 a) 的 代 人 我 们 村 

A vV A 

LWA AVA pa , Ee Si ARAE AR A, 

HUHI II. R 外 是 一 个 可 证 公式 ， 而 四 是 路 使 另 一 个 公式 ， 
UK v 让 是 全 可 入 人 

着 规则 由 公理 b) 得 出 ， 其 得 出 的 方法 正和 规则 I 之 由 a) 得 
Hie, 

同 榜 ,相应 於 公理 c) d) RAAR I IV, EE AT 
吕 示 药 涵 天保 ?的 公式 都 有 一 个 相 麻 的 规则 (今后 即 简称 篇 相 WE 
PERDAR- iu). 

规则 HL. 如果 %V ATETA, M B KKK 

规则 IV. nR U> 篇 一 侦 可 订 公 式 , 而 & SE a iiia 
式 ， 则 CASES WEATER. 

公式 (1): (X>Y)>[(Z—>X)—>(Z--Y)|. 

证 ， 把 公理 d) 中 的 Z 代 以 Z 得 (X 一 Y) 一 [ZX 一 ZY1， 如 果 
我 们 把 编写 记 忠 一 换 坟 它 的 定 六 的 话 , 道 就 是 公式 (1) 了 本. 

规则 V. An PR. A 一 B83 ER Be 篇 可 次 公式 , 则 Aaf 亦 是 可 
EISIN. 

这 规则 相应 太公 式 (1)， 宅 可 将 朋 如 下 ,在 (41) 中 把 X,Y,Z 分 
HIHA B,C ,A 代入 ,再 两 次 应用 获 酒 规则 便 社 . 


1) 原文 叫做 “推理 央 保 ”, 但 上 广 已 强调 “推理 所 你 ”与 “ 徐 酒 潮 保 ”不 问 , 此 大 不 
应 混用 一 - 泽 者 计 . 


公式 (2): XVX. 
Së XSXVX [在 b) 中 YY 以 X 代 及 j， 
XV X 一 入 [Eh a) 1， 
X 一 X [用 规则 V]. 
erën DÉI EC ED X V A DU e. 
公式 (3): XVX. 
由 (2) 用 规则 HI BUI E, 
公式 (4): X>ž. 
证 . (4) 是 XX 的 编写， 而 过 公式 由 (3) 把 X 代 以 X 而 得 . 
公式 (5): X>X. 
Sp Za | CD PIERA], 
XX—>xX [用 规划 IV]， 
XX [加 入 (3), 用 规则 Bil, 
Kéi [ 用 规划 L]. 
SI DD, 
公式 (6): (XY) 一 (Y 一 X)， 
Sp Saak [公式 (4)]， 
XY 一 XY [用 规则 IV1， 
XYÝ—>YX To PERA], 
XY 一 YX [用 规则 V]. 
通 便 是 所 求 的 公式 . 
规则 VI. ARREA A 篇 东 一 做 合 售 题 的 成 分 ， Zë 
Trei 可 EB A), 又 如 到 Ee EN Ge EN 
则 PAEL) EN 6(6) 一 6(90 E TER. 注意 ， 由 % 的 形 
RIEMER, E RAEME— mp dra EH 例如 ， 


1) ZELonë bag 可 有 不 坷 和 解释, IERA a a A DU) 可 以 不 阿 一 一 
RKA. 
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REA X 一 XY 可 以 在 三 个 意义 之 下 如 篇 @(X) Am e D 8A 
PATIR EA ON, Na, 20. REA VI HH O (20 的 

-ARERR P. 

BAR BU E 表示 篇 : MES LA: A Hih. E 
过 两 者 小 不 全 同 ， 改 今 改正 ) 的 表 过 式 ， 在 一 个 可 冲 公 式 中 可 以 委 

Ei KSA FARER EE T B A RÆ OD PH 
Hx m $B(AU) RA TAUER Z 9. CA, AC, 至於 一 般 情 形 
BHUT RGS 3 We MMRR EAMT. A, 229 OA) 
h AARE, BA OOD 的 每 一 个 部 分 表 迷 式 d (25 我 
个 都 依次 地 每 到 

P (B)—>P A) H PDP (B). 

今 设 4 一 3 与 BA ERER. RRA 

a) 可 一 号 H BÑ, 

对 公式 (6) 作 代 人 和信 便 得 

(CODE äi 
EI 
($B—2)— (YB), 

WAÉ, AUL H 3 一 2 已 经 芒 明 ,因此 便 得 到 上 述 两 个 公式 . 

B) CA>CH: CBCA, 

BRAAF En XM 一 3 及 3 一 3 应 用 规则 DN 而 每 出 . 

yY) AC->BCE:; BEAC, 

我 们 多 次 使 用 公理 c) 及 规则 V, IRERE Be le B) 
去 ， 

由 公理 c) 及 规则 VI 可 得 析 取 前 的 可 换 性 。 KAY c) 作 代 
入 可 得 

A vV B—B V A R HK GH 

因此 ,在 每 一 个 复合 命题 中 , 析 取 式 A V B ET JA S v A RA. 
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同样 , 由 公式 (4) 熏 (5) 及 规则 VI 可 知 , 4 和 与 所 可 以 彼此 互相 
替换 . 
公式 (7): X& YXVY. 
A. Xa YAY DE AR 了 一 XY 可 由 RAN 作 代入 
又 由 VH HIE BL 
公式 (8): Ruin 
公式 (9): XVY>X&Y. 
公式 (10): Xa&aYľ>xvY. 
Z. 如果 不 用 缩写 ,公式 (9) 和 与 (10) 便 是 
XVY—XVY 恰 人 VY 一 XVY. 
它 可 如 下 法 得 到 : E XV Y—XV Y 中 ,依照 规则 VI 把 其 右 扯 或 左 
STEESEL 
WC), (Gët toi, (10) 再 加 以 规则 VI, Is UL ner pi 
规 旭 a3) ( 11 页 ). 
规则 VI 的 另 一 个 应 用 如 下 : 由 公理 a) 有 XV XX, LEA 
理 b) 作 代入 得 X>XV X, AH Vv A ERRAKETA A 彼此 
替换 . 
公式 (11): X& Y>YaX,. 
28 XÝ>YX Hi XY>XY Bn. 只 须 砍 用 析 取 联结 鹿 的 可 
换 性 便 成 . 
公式 (12): X& Y 一 X. 
28 ZX [公理 b)]， 
XY>X [用 公式 (6) ,以 者 按 , 实 朗 相应 认 (6) 的 规则 ]， 
KG EA 
X& YX, 
公式 (13): A MY 一 > 了 
运 可 由 (11) 熏 (12) 得 辟 ( 召 者 按 , 还 要 用 到 规则 V). 
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公式 (14): X(YZ)—Y(XZ). 
证 .2Z 一 XZ [公理 b) 经 过 交换 析 取 项 |， 
YZ 一 Y(XZ) [用 规则 IV]， 
X(YZ) 一 X(Y(XZ)) [ÆR IV], 
X(YZ) 一 (Y(XZ))X” [用 析 取 鹿 的 可 换 性 】， 
X 一 ZX [BAE b) KAZAR]. 
XZ—Y(XZ) [前 一 公式 中 作 代 入 |]， 
X 一 YCXZ) [四 前 一 公 却 中 XZ 可 换 篇 ZX, 肯 用 规则 Vj， 
(Y(XZ))X—(Y(XZ))(LY(XZ)) [用 规则 IV]， 
(Y(XZ))XY(XZ)** [AVAA A]. 
由 (*) 奥 (**) 再 用 规则 VV 得 
X(YZ)—Y(XZ). 
公式 (15): X(YZ) 一 (XY)Z. 
证 .XC(YZ) 一 XC(ZY) [根据 可 换 性 作 夫 换 ]， 
X(ZY) 一 Z(XY) BARUNI, 
X(YZ) 一 Z(XY) 【用 规划 V1. 
下 此 再 用 可 换 律 印 得 公式 (15)。 
公式 (16): (XY)Z 一 X(YZ). 
让 .ZCYX) 一 (ZY)X [aÐ PERA]. 
风 用 可 换 律 可 把 Z(YX) 换 篇 (XY)Z ,把 (ZY)X 换 篇 X(YZ). 
由 至 式 (15) 负 (16) 以 及 规则 VI 可 得 , 不 但 析 取 项 的 欢 序 , Æ 
折 汉 项 的 结合 方式 也 是 斤 关 重要 的 .过 榜 我 们 又 推出 了 术 取 联结 
el DIS ER, 
公式 (17). X&(Y&Z) (XX&Y)&2Z, 
(X&Y)& IX (YZ). 
Së Xal(Y aZ) XYZ PO D (NA Y) & Zi XYZ 的 粮 
T. 但 依照 我 们 前 面 的 规划 ,过 南 表达 式 是 等 价 的 ,因此 可 以 任 音 


”地 彼此 替换 . 
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=- 一 -一 一 . -- -一 


公式 (18) Katar, 
25 (NV [(3) 中 作 代 大 ]. 
车 对 析 取 项 作 荔 一 种 结合 , 郎 得 NON NN, IER rr Dn, 
规划 VIL A 一 (8 一 6) HA B33 一 (2 一 C6) 与 Cas DA. 
如 果 我 们 把 熔 写 一 僵 & 换 以 它们 的 意义 的 话 ， 道 便 可 由 我 倍 
的 规则 直接 得 薄 . 
规划 vi. A 一 (A 一 B83) FMA AB, 
A. AAB) MAA (AIS 或 IS, 
公式 (19): X(Y&Z)>XY& XZ. 
证 . Y & ZY [公式 (12)]. 
X(Y &Z) 一 XY ( 甲 )[ 用 规划 IV]. 
间 榜 由 公式 (13) 得 
X(Y&Z)>XZ (li), 
XY— (XZ— XY & XZ) [公式 (18)]， 
X(Y & Z)>(XZ—>XY & XZ) [由 ( 甲 ) 及 前 式 用 规划 V], 
XZ—(X(Y &Z) 一 XY & XZ) [HA VI], 
X(Y&Z) >CNX(Y&Z)>XY&XZ) 【由 ( 乙 ) 及 前 式 用 规则 V1， 
X(Y & Z—>XY& XZ [用 规则 VHI]. 
公式 120): XY & XZ—>X(Y &2)., 
证 . Y 一 (Z 一 Y&2Z) [公式 (18)]， 
(Z—Y & Z)>(XZ>X(Y&% Z)) [公理 d)]】， 
Yy 一 (XZ 一 X(Y&Z)) [用 规划 V]， 
XZ—(Y>X(Y&Z)) [用 规则 VH], 
(Y—>X(Y&Z))—>[XY—>X(X(Y&ZŅ] [Z d) 中 作 代 入 ]， 
XZ—=[XY>X(X(Y & Z))) [H V], 
X(X(Y & Z)) IRH (XX) (Y & Z), LEIS X(Y & Z). 
XZ— (XY—X(Y & 2)). 
由 此 用 规则 VII 郎 得 上 述 公 式 ， 


36 教理 选辑 基础 


由 公式 (19) 和 与 (20) 以 及 规则 VI 可 推 得 分 配 律 . 

松 秆 的 推演 其 它 的 公式 与 规则 将 是 不 必要 的 .。 KARLE 
明 ,我 们 前 面 所 建立 的 规则 21) 至 a4), bl) 至 b3), 可 由 过 公理 系 
著作 入 着 出 规则 而 得 到 了?。 由 此 可 得 , 我 人 前面 关於 过 些 规则 所 
作 的 注意 ,例如 ,关於 对 偶 原 则 的 ,以 及 关於 箔 式 的 , 亦 可 以 由 过 些 
公理 而 重新 推 得 ， 因 此 ,要 指出 一 公式 的 可 诅 性 , 菲 不 必 每 次 都 追 
湖 到 有 公理 去 ， 因 需 , 一 个 命题 公式 能 否 和 从 公理 推出 ,全 需 在 它 所 对 
麻 的 合 取 范式 中 ， 每 一 个 析 取 式 是 否 均 合 有 彼此 互相 否定 的 肉 琢 
bet 
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命题 演算 眠 已 公理 地 尊 出 了 ， 我 们 就 可 以 对 命题 省 算 提 出 一 
些 般 公理 方法 所 特有 的 问题 及 遂 用 一 些 公 理 方法 所 特有 的 处 理 方 
式 ， 最 重要 的 问题 是 :公理 系 萄 的 不 矛盾 性 .独立 性 及 完 储 性 ， 现 
在 我 们 先 丰 理 公理 的 不 矛盾 性 . : 

道 襄 , 不 矛盾 性 的 问题 可 以 在 转 闵 上 提出 。 我 们 说 荣 些 公理 
是 不 矛盾 的 ， 如 果 借 助 於 演算 东 不 能 推出 彼此 互相 否定 的 责 个 槛 
合 命题 , Ra, CEERD X S X PR X 都 作 同 样 的 代 
入 而 得 的 . 

YPERIT PEERKE, 我 们 必须 作 和 如 下 的 解释 . 
似 平 它 把 一 个 确定 的 各 辑 原 理 , 如 矛盾 律 ,看 得 比 其 它 的 原理 更 特 
别 一 些 ， 但 袖 际 .上 却 是 ,如 果 出 现 了 一 个 形式 上 的 子 盾 , 即 扫 与 当 
十 公式 都 可 区 上 明 , 那 将 把 整个 沪 算 弄 得 毫 人 无 意义; 因 篇 我 们 在 上 面 
已 经 注意 到 了 , 如 果 a 08 届 形 的 两 个 命题 是 可 以 订 明 的 , 那 末 任 
章 其 它 一 个 命题 亦 可 以 属 明 .因此 ,关於 演算 不 矛盾 性 的 上 述 定 


O ZS WE Er A D 的 定义 , L 52 处 的 “4 等 B” KARKARI Am BRIR 
傈 如 何 , 也 未 亲 论 到 AN NTE AE ORR LETRA- St, 
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义 便 与 下 列 定 闵 相 同 : 泪 不 是 每 个 公式 都 是 可 策 的 ， 

要 谴 了 明 演 算 的 不 矛盾 性 ,我 们 如 下 进行. 

我 们 把 命题 记号 头 , Y 了 ,Z,… 和 党 作 算 入 的 多 元 , d IECH EI 
0,1. RH XV Y 理解 做 算术 积 , 而 NV WERA.: 0 S 
Ski o 在 融 种 解释 的 基 礁 上 , 每 一 个 复合 命题 都 是 基本 售 题 的 
一 个 算术 画 数 , 普 且 也 只 取 0 与 1 二 值 。 如 果 过 个 醒 数 恢 等 於 0， 
篇 简便 起 见 ,我 们 亦 说 竹 个 符号 表达 式 恒 等 於 0. 

在 遂 侦 理解 之 下 ， 我 们 可 以 对 於 从 我 们 的 公理 推演 出 的 所 有 
公式 答 以 一 个 共通 的 特性 。 关 特性 是 :根据 所 作 的 算术 和 解释 ,对 多 
元 的 每 一 组 可 能 的 值 ,该 公式 均 取 值 0, 朗 该 公式 是 恒 等 认 0 的 . 

首先 ,过 个 性 质 是 出 现 於 公理 a) 至 d) 的 ,我 们 可 以 如 下 表明 . 

首先 , 根据 党 试 的 烙 果 , HAREE: XVX iko. 由 此 可 
得 , XYXYXi 公 理 a)] 亦 等 於 0, 因 篇 XVX AN X RE. 
其 次 ,由 礁 算 入 乘 法 的 结合 性 , X(XY)[ 公 理 b)] 永 与 (XV X)Y in 
值 . 因此 宅 永 篇 0, 因 篇 0VY RKE O 又 因 XVY 永 与 YYVX 
同 值 , 故 XYVYV (YV X) B XX 的 特例 ,因而 恒 等 认 0。 故 公式 ec) 
永 取 值 0。 最 后 公式 d) 亦 然 :党 Z = 二 0 时 有 一 因子 篇 0; 当 ZZ 二 1 
时, ZVX% xA, ZVY% YAE, BIRER FEN XYXY 
KA R E, EE XX 的 特例 ， 

KE, Spe emt DEE LARA RE FERE 
Lt rt KIR, ÈDI A 29 RUSLAR A Iden re 
HER. 因 篇 ,就 第 一 规则 而 客 , 显 然 地 , 当 把 一 个 释 元 代入 以 一 
REN , 八 元 所 取得 的 值 域 邦 对 不 会 因而 扩大 ， 甚 次, 如 果 我 
们 根据 第 二 规则 由 两 个 公式 A 与 3 而 推 由 公式 B, 过 个 永 取 值 
0 的 性 拒 也 由 原 求 两 公式 4 与 Ap 而 移 到 新 推出 的 公式 8 er. 四 
B BrER U Bue o. St d kA 1, Dm ap N S ak, 因此 
B EF AB eh RuI 0. 

因此 , 我 个 看 见 了 ,借助 於 我 何 的 演算 , 的 碎 只 得 出 具有 下 列 
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të pn At E Æ CEET ze Hu 0. RME J ERER 
们 的 苹 明 使 可 以 结束 了 ， 因 入 是 然 地 , 考 对 X 与 区 中 的 和 X 代 人 以 
同 梯 的 揽 合 命题 上 时， 所 得 的 两 个 公式 不 可 能 都 具有 永 等 於 0 的 性 
质 : 事 管 上 , 当 其 中 一 个 永 取 值 0 时 ;, 另 一 个 必 永 取 值 1， 


$13. 柔和 统 的 独立 性 与 完备 性 


我 何 已 经 能 锡 对 本 公理 系 竹 的 不 了 矛盾 性 问题 作 肯 定 的 回答 
了 .与 省 问题 有 关 的 还 有 另 一 个 问题 :各 些 公理 是 否 彼此 独立 的 ? 
我 个 能 否 从 演 些 公理 中 瑚 去 -一 两 个 2”? 

回答 是 :过 个 公理 系 狐 的 砍 满 足 了 猫 立 性 的 驶 求 . 

首先 ,我 们 指出 , 公式 a) XVXVX 是 不 能 久 由 其 它 公 理 推 演 
出 来 的 ; A H ENDEMA BER X V X 作答 公理 后 仍然 是 推 不 出 的 ,办 
此 ,在 过 公理 系 芋 驯 , 公 式 a) 不 能 向 换 以 更 简 的 公式 XX.。 同样 ， 
对 於 其 颖 的 尿 理 ,其 独立 性 的 屋 明 亦 是 沿 着 加 强 的 意义 而 进行 的 ， 
EPRE RA RAZNE GEES AEN 

FERAE MARR. EBET X,Y,Z, 
… 的 值 我 们 了 到 剩余 类 0, 1, 2(mod A). BEIE V 仍 表 示 通 常 的 乘法 ， 
ZJ X 则 根据 下 烈 的 约定 而 定义 , 0 指 1,1 指 0 ,2 指 2. 

现在 我 们 可 以 证 实 , 在 所 答 的 关於 多 元 (及 联结 词 一 一 居 潮 ) 
的 解释 之 下 ,公式 六 VX,b),c),d) 永和 给 出 剩余 乱 o. MARR 
RJZ ,过 个 性 质 亦 塌 移 到 所 有 由 该 4 个 公式 所 推出 的 公式 去 ,过 可 
以 仿照 上面 不 矛 持 性 的 六 明 不 所 用 的 方法 而 看 出 .现在 ,如 果 由 
公式 bl, c), d) Æ X V X 借助 从 该 十 规则 可 以 推出 公式 a), 则 对 
HERA TT BERI X 值 来 说 , XX V X 都 必须 答 出 剩 狗 类 0， 但 事实 不 
Z. HAR X RAE 2, 我 们 得 

2V2V2=0V2=1V2=2, 


1) KARRAR EENE 27 真 所 引 的 了. Bernays 的 著作 而 加 以 解决 
DN. 
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m EJE O0. 

公理 b) X V(X VY) HERA (fi XVR ÆA) 的 独立 性 
aar FRI, 仿 把 X,Y,Z WIEBE, 它们 只 能 取 值 0,1,2， 
3 .但 现存 我 们 却 如 下 而 定义 联结 说 Vv : 

0v 0=0V 1=0 yY 2=0V 3=0; ivVi=1iV2=1V3=>l1; 

2V2 =2;, 3V3=3; 2V3=2, 

REPERE. ER, 0,1,2, 344R 1,0,3,2, W 
E ERPTE E CRR AA a), c), d) 及 XXVX 永 取 值 
0 或 2. RINER NAAA EMR BRU a), c), d) 及 
X v X 所 推出 的 一 切 公 式 都 释 秆 成立 。 但 当 我 们 全 X 一 2 A Y=! 
上 时，X(CXY) 却 取 值 1. 

相应 地 我 们 可 以 指出 公理 c): XY(YX) 的 独立 性 。 我们 定义 
0 篇 1,1 篇 0,2 篇 0, 3 篇 2， 其 次 全 
0v0 二 0V1l 二 0V2= 二 0V3 二 1V0= 二 2V0= 二 3V0==0; 

lyYi= 二 1; iyV2=2V1=2:; lvyv3=3V1=3; 
2YV3 一 0; 3VYV2= 二 3; 2y2=2;, 3V3 =3, 

我 乎 容 易 看 出 :党 多 任意 的 大 写 近 丁字 母 代 以 数 0,1,2,3 FF, 
ISR a), b), d) 及 XVX 均 取 值 0, 而 是 个 特性 在 推演 公式 的 过 程 
PRSH. 反之 , RINY X A2, 代 Y 以 3 时,c) 却 取 值 3. 
过 次 独立 性 的 全 明 膛 告诉 我 个 以 更 多 的 东西 。 寂 指 岂 , 才 不 用 公 
理 3) , 则 和 结合 律 

X(YZ)((XY)Z) 
是 不 能 王 明 的 . 内 得当 我 个 在 过 公式 中 代 和 以 3; 代 了 以 2 时 便 
3V (2V3)V ((3V2)V3)= 0 V3=1V3= 3, 

因此 , 同 梯 地 , HAE a), c), SEd) RR, AA EOLA, 

ER TOARE d) 对 其 余 公 理 的 独立 性 。 a E a 
的 定义 而 得 . 


-一 一- 一 
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JC X,Y,Z 的 值 可 取 值 0,1,2,3。 上 再 分 
0=1, T=0, 2=3; 3 =0, 
0 vV0=0 V 1=1 V 0=0 V 2=2 V 0=0 V 3=3V0=2V3=3V^V2=0, 
lVl=1, 1v2=2V1&2, 1v3=3V1=3, 
2V2 =2, 3V3=3, 

于 来 公式 a),b),c) 及 XVYX 永 取 值 0; 一 切 和 从 它们 推出 的 公 
式 亦 然 。 反 之 ,党 我 们 取 X=3,YyY=1,， Z = 2 有 时,，d) 却 取 值 2. 

因此 ,我 们 订 明 了 公理 a) 至 d) 的 独立 性 "， 现 在 我 们 提出 完 
备 性 问题 .一 公理 系 竹 的 完备 性 问题 , 可 有 两 个 定义 方式 ， 首先， 
我 们 可 以 毫 ， 由 这 公理 系 欧 可 以 得 到 在 某 一 个 由 内 容 而 刻 划 的 钞 
域内 篇 甘 确 的 所 有 那些 公式 .但 是 我 们 又 可 以 把 完备 性 的 构 念 理 
解 得 跨 格 一 些 ,说 一 个 公理 系 鞠 是 完备 的 , 当 且 仅 当 把 一 个 当时 未 
能 推出 的 公式 加 大 到 该 么 狗 的 基本 公式 右 去 有 时， 永 史 产生 一 个 子 
盾 . 

半日 前 的 情况 识 , 第 一 音 闵 的 完备 性 意 指 , 由 公理 a) 至 d) 可 
以 推出 一 切 永 迷 里 确 的 命题 公式 . 我们 已 经 看 见 , 它 是 满足 的 . 

EERBARE RAAE. RATAA TADAH, 
Er u Eh EAR bann RHEE 8 EARE AR 
RAER ER, HA DEER A enntebabn, AA 
TE B REREPAN C, ZHrtai AE E 
FERI ARRE C RRAHJE E ARA X, E 
HERE ERITREEA X RPE T EERI XV XV 
XV… NX MIRR Dënn. RE v 等 值 的 . 现在 如 果 
把 A ERRAR, HERT HEH S AEH C, RER X 
PERAN. AE X LEEA X, ARPES JuzIe 因此 使 
SG HH Th (bg bie e KD EH e e Re d E. 


me E 


1) ARW KI. erlief eu gun, RA. 


(一 元 谓词 演算 ) 


如 果 把 各 命题 党 作 不 可 分 的 整体 ， 那 末 对 座 精 侯 地 袁 示 宪 们 
PERRIER, HRR EENAA OEEZ. RETER, 
RSR SE On E Die a RRA Ei SR Fé A. DIER e Cen E bi 
= Eria, ERRER p AO RR “barbara” “celarent “darii” ERR 
A, EE TRER J. Bko, i RHE TF AE ARA T RE RE 
CAE 

“所 有 人 都 是 要 死 的 ， 

SERA. 

故 嘉 尤 斯 是 要 死 的 .” 
来 作 一 -个 形式 的 表 迷 ,他 将 是 徙 劳 矮 功 的 ， 其 原因 在 座 : 在 通 种 推 
理 中 ;命题 亚 不 是 党 作 整 体 的 ,反之 ,命题 的 内 部 有 选辑 结构, ATRE 
医 奥 者 调 的 关 傈 ,在 各 说 起 了 主要 的 作用 。 由 大 和 运 个 孝感, 我 们 须 
把 演算 加 以 改色 或 者 至 少 把 它 的 内 容 合意 加 以 改 释 . 


$1. 命题 演算 符号 在 内 容 上 的 箔 解释 


下 面 的 演算 中 我 个 使 用 与 命 是 演算 相同 的 选辑 和 号 但 X, 
YZ… 等 不 再 理解 乱 整 个 命题 而 理解 乱 谓 蛮 ， 例 如 ,X 可 伦 衣 鹿 " 是 
要 死 的 ”““ 是 可 除 画 的 ”或 考 “ 有 一 个 原因 的 ”. ERREEN 
法 ， 乃 是 哲学 上 的 通常 用 法 ,理解 乱 : td Dat Ria, 
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kär, Di DOSS. HERMEEN 
e EE EE EREECHEN 

此 ,: 我 们 把 通常 意义 的 谓 启 , E EEN 
一 元 韶 词 。 但 在 下 文 ,附加 语 一 元 二 字 经 常 省 去 . 

如 果 X 篇 某 一 个 谓词 ,例如 ,“ 是 美亚 的 ”, Di X HE a Sen 
“REAR. Ann X,Y 分 别 表 示 亩 蛮 ” 无 常 的 ”有 知识 的 , A 
X a YER RERA RRR” KITI, M XV Y EE 无 常 
AWAARA R. EER BR DR AE am EA. 

AEREA, Gët Di. 如 果 我 们 说 一 个 公 
式 X 或 XVY 是 永 跨 的 , 那 就 必须 与 以 前 所 说 的 意 闵 不 同 ， 我 们 
RERAMA. 过 是 指 谓 词 X 或 和 VY 对 一 切 客体 (Gegenstinde) 成 
déi 

am Tt 2282, MARRET ER. DU 
GE H 和 元 了 能 锡 把 通常 的 公称 刊 断 ,例如 ， 所 有 
人 和 都 是 要 死 的 ”加 以 才 示 ,我 们 可 首先 把 过 个 利 断 写成 下 形 :“ 一 切 
客体 或 者 厅 是 人 或 者 是 要 死 的 ”， 如 果 我 们 把 "是 人 ” RARI X, 

把 “显要 死 的 ” 表 以 记号 Y, ENARA TARFAR: X VY 
Gi EE EE EE SY kE. AARRE, 
一 个 公称 否定 御 断 如 “没有 人 是 十 会 的 ”可 表示 入 X VY A Re 
XY KR, 其 中 x, Y 分 别 表示 谓词 “是 人 ” 熏 “是 十 全 的 ZZ 
式 叉 VY 永 其 的 准确 解释 是 : 一 切 客 体 或 者 不 是 人 或 者 不 是 十 全 
GOTT, 

现在 我 们 沙 可 以 提出 永 芮 公式 的 问题 , 即 什 径 样 的 公式 , 当 把 


D ETARA, MEAN- RIR E DR IN | O Sg, 
1X 1 过 命题 ). Di ARHUN: X KA BEDAR XBR” 
3“ X DRA”. 

OË ERAK KR” PEERK mAN, MORRA , MTER -—— PER. 
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其 中 的 秋元 X, Y, IA IDISgSnnzssaiig bas Isi EI 
ARARLAR. Reine Emmer, ERARE 
巧 和 命题 演算 中 的 一 楼 

HE, SE $10 所 给 的 基本 公式 现在 仍然 表示 一 个 永 盾 公 
A. 如 上 所 述 , te ëm e, Sau EIS, 凡是 有 性质 X 的 所 
ARRERA REA Y. Rut. oral HS Za, b), cl ERKE 
的 ; 因 篇 我 们 有 :凡是 XVX Di X. HS vonmS vg H 
是 XVY 的 亦 是 YVX. 基本 公式 d) 则 可 如 下 解释 : 几 是 XVY 
的 亦 是 ZVXV (ZVY). KAK aT: 凡是 Y 的 亦 是 
ZVY 因而 亦 是 ZVXV (ZVY).。 MARE X Z 的 亦 是 ZYY 
因而 亦 是 ZVXYV (Z VY)。 几 同时 是 与 Z 的 亦 是 ZVX 因而 亦 
是 ZVXV (ZVY).， 因 往 这些 基 本 公式 对 任 沪 的 训 词 均 成 立 , 故 
代 久 规则 是 可 尤 许 的 . 其 次 ,由 巷 涵 规则 所 引出 的 只 能 是 永 吐 公 
式 ; 因 篇 ,如 果 一 切 客 体 都 有 性 贤 A, EBLE AKE 5.2 
切 客 体 必 有 性 质 BB。 因 此 命题 演算 中 的 永 凌 公式 亦 是 谓词 演 算 中 
的 永 甘 公式 .但 是 迹 理 亦 员 .如 果 有 一 个 公式 它 是 衣 词 演算 中 的 
永 鞭 公式 但 非 命题 演算 中 的 ,我 们 便 可 以 把 它 加 到 基本 公式 中 去 ， 
从 而 推出 公式 钛 ( 套 见 第 一 音 §13 结论 )。 即 可 得 一 个 结论 BEE 
一 个 请 鹿 涤 一切 客 体 成 立 , 而 着 显 然 是 不 对 的 . 

因 篇 谓词 演算 中 的 永 贯 公式 系 与 命题 源 算 中 的 相同 ， 所 以 在 
壮 耻 , 永 芙 公 式 的 证 实 可 借助 於 作出 合 取 范式 而 得 . | 

对 此 ,可 用 一 个 例子 释 明 .就 考虑 下 一 命题 :不 活 在 水 中 的 支 
物 或 是 不 号 鱼 的 动物 或 者 是 不 活 在 水 中 的 吃 刍 卉 . 南 把 课 衣 是 
动物 ” 活 在 水 中 ”是 吃 急 者 ”分 别 到 和 需 了， 了 到，FR。 则 上 述 刊 断 可 
符号 地 表示 篇 ” 

T& 玉 一 (T&F)V (EF& W) KER. 


D TERTA KR PRAA- RRR. 
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现在 想 表 明 过 个 御 断 的 芳 沈 辑 性 质 , 即 指出 它 的 永 凌 性 是 殿 T,WW， 
F 的 实际 含意 无 关 的 .车 把 入 写 一 换 以 它 的 音 闵 ,我们 得 
T&WYV (T&F)V{(F&W) XE. 
根据 第 一 至 $3 中 的 a3) 与 a2) 有 
(TVW)V (T&R)V(F&W) AIS. 
根据 al) 有 | 
TWTF & TWTW & TWFF & TWFW XÉ., 

HRANE H ENPRE. 因 坊 每 一 个 合 取 项 都 至 
少 使 有 一 个 谓词 及 其 否定 . 

命题 演算 的 公式 除却 它 原 有 的 意 闵 以 及 语词 演 算 的 解释 以 
外 ,还 有 第 三 种 解释 .但 与 谓词 省 鼻 不 同 ， ERPE ARE 
PREHR VEE RARR RER RA i 
表示 ,而 具有 更 明 是 的 优点 . 

如 果 两 谓 询 对 帮 恰 恰 同 梯 的 客体 同时 成 立 或 不 成 立 ， 我 们 局 
说 近 雨 谓词 是 等 价 的 . 如 果 两 请 词 等 价 , 它 们 的 否定 也 等 价 . 如 
RA A 或 % 用 等 价 的 谓词 替换 , 则 AVS 亦 炙 成 等 价 的 请 词 。 文 
两 个 等 价 的 谓 蛮 对 一 切 客 体 都 同时 成 立 或 不 成 立 . 因此 ,谓词 污 
TPA RER ERRER , 泪 不 是 指 角 阐 的 内涵 或 写 的 请 车 形式 ,而 
是 指 它 的 外 延 , 邵 指 使 得 它 成 立 的 那些 客体 所 租 成 的 区 域 。 因 Jb, 
MRA B ARIE, H DAES RAS AA an. BAB RARER RIE 
AASER. 38 Ado PIRE: RPE A a S E -AE E pi 
客体 类 ， 在 该 类 中 包括 了 所 有 使 该 谓词 成 立 的 客体 ,又 凡 含 有 相 
eum 类 我 们 觉 作 是 相等 的 .在 数学 中 通常 不 用 SOT mr bi 

L 字 .) 不 含有 任何 客 负 的 类 ;我 们 叫做 空 类 ; SA-EN, 

TEEN 现在 , AU ERRAR, GET 类 演算 . 用 
Se TESTEN EE 
KE AMEE, JAKER AAEE EE 
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HERRI X 的 客体 所 租 成 的 类 , 记 入 XX, 我们 把 它 蝗 做 
X POH. X&yYy 包 舍 一 切记 属於 X 又 属於 了 的 客体 ; X&Y 
做 和 与 Y 的 交 ZR. XVY XRY 的 供 类 ， 包含 三 切 至 少 属 於 十 
类 之 一 的 客体 . E S X~ Y 仍 如 前 ， 理解 震 KAKEKAKA 
VvX ëüige FRAR AU RASpn amis a 是 包含 -- 切 客 
Bänn ERREZ T, RRR R I9pISlkinegInzk 
成 立 不 多 .在 这 解释 之 下 , X 一 Y 的 永 站 性 意 指 , X 所 对 应 的 类 篇 
Y 所 砍 定 的 沽 的 子 类 ; 公式 NV ARKA, A AR a A YA 
等 . 

在 类 演算 中 ,全称 制 断 “所 有 人 都 是 要 死 的 "可 如 下 表述 : 

“由 非 人 类 以 及 要 死 类 十 两 者 所 和 组成 的 任 类 包含 了 所 有 的 客 
CG , 

形式 上 的 表示 则 和 请 词 消 算 中 的 一 梯 ， 

$2. 类 演算 与 命题 演算 的 联合 


我 们 还 不 能 把 便 共 肥 辑 内 所 有 的 推理 都 在 请 词 演算 中 加 以 形 
式 化 ， 因 篇 我 们 运 缺 少 滋 於 特 称 制 断 的 表示 法 . 过 个 表示 法 只 有 联 
EE GT RE H SEH. op ELE Sien 
虑 而 想到 过 个 联合 的 : E EH 因而 便 可 
受命 题 演 算 的 规 旭 所 支配 .从 到 个 思想 便 半 致 建立 一 个 联合 演算 ， 
其 中 还 辑 记号 S, V, ”等 部 分 地 用 作 命题 的 联结 户 , 部 分 地 用 作 
PR an AIAS R. 

首先 , 这 GEKE, 即 隘 辐 词 的 两 面 性 ) 便 引 起 了 疑问 , 到 底 
命题 X EJN X 对 任何 客体 不 成 立 (得 时 ， ”篇 谓词 的 联结 词 
一 一 并 者 )， 抑 指正 非 X 革 一 切 客 体 成 立 (SR, Song oi Bis 
Si Si 例如 , 设 X 表示 谓词 EKRA”, ARREA 
RA 便 营 篇 :一切 和 客体 都 不 美玉 ,而 照 第 二 个 意义 刚 是 :北非 一 切 
REMER. 我 们 可 用 下 法 各 免 着 个 困 炊 , 即 把 谓词 用 雨 根 竖 线 
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限 起 来 2… RI. Xv YIEHR BER X V Y äi Caper, RS, 
IXlv 1Y| 意 指 : Ba EE Y 对 一 切 客 体 成 
立 。 人 网址 引起 混淆 的 两 命题 现在 可 用 |X| 与 [|X| 相 区 别 。 借助 於 
联合 演算 , 现在 便 可 以 表示 特 称 命题 了 . 例如 命题 ” 有些 数 是 奇 
数 giän teg, ETA D SR) RT 
A X RA ERBER Y, 则 可 先 把 命题 一 切 数 是 偶数 符号 地 
下 入 [|X VY|.。 通 命 题 的 反面 因此 便 由 |XVY| 而 表示 .一 般 地 ， 
IX YY 表示 命题 : “有些 客体 周 时 是 X N Y. 

我 们 坛 考虑 下 烈 例子 , 它 表明 了 , 某 一 命题 的 时 秦 性 可 根据 纯 
粹 尘 辑 的 理由 而 得 出 : 如 果 所 有 人 都 是 要 死 的 而 且 所 有 人 痢 是 漫 
血 的 , 那 末 便 没 有 人 是 不 死 的 或 者 不 是 温 血 的 。 RAM, S, W S 
示 良 说 “是 人 ”是 要 死 的 ”是 温 血 的 ”, 那 末 探 用 稀 写 一 和 合 , 台 旬 话 
便 有 一 个 表示 式 : 

|M=>S| & | M>W |=| MWYS]. 

BATER AE (Haubersche Theorem). EBE, ën 

果 把 一 类 4 分 得 类 Xi ,XX;,… ,Xs, 同时 又 分 篇 不 相交 的 类 Yi, Y2, 
,Ys 此 外 , 每 一 类 X; Zb Yi 之 内 , 划 友 之 ， 每 一 YY; IRRIA X; 

之 内 . 

如 果 没 有 客体 同时 有 岂 认 4, BAM, WRA AEB, 我们 
便 说 两 类 4 与 B 是 不 相交 的 . 依 前 , 这 事实 可 用 A VB) RR. 
BEERA, RH na = 3, 过 时 浩 伯 定理 的 符 中 表示 式 便 是 

Län NON AM Xal A~ YV YV Yali Ed Be uv Na KM & 
&| X; >Y |& [Xa— Yo & XY |— | YXil&lYs— Xo 8 |Y3 Xl. 
现在 我 们 要 订 明 鞍 命 是 及 上 命题 的 纯粹 腕 辑 性 . 依 此 , 当 作 


te 


1) GETT Ce TE Ee AE E TEE EE ee 
DARRER. Dn A Am (xl. AO E 如 果 密 悉 在 
ARUH BR. Biker DIr, AMANE rt E 

轴 时 则 不 能 省 (事实 上 ,从 本 季 起 ,所 有 娩 线 均 不 省 了 )- 


第 二 章 类 演算 47 
联合 演算 的 最 重要 问题 ,我 休 有 下 列 的 任 狗 , 印 找 出 一 侦 形 式 的 密 
定 法 ,用 以 决定 哪 一 个 肥 式 是 表示 永 晨 的 命题 , 即 把 其 中 出 现 的 吝 
词 记号 或 类 记号 给 以 任意 的 意 闵 和 后 , 它 均 篇 里 的 . WRA 
有 关 的 所 请客 体 区 域 ,除了 要 求 它 至 少 售 有 一 个 元 案外 ,我 们 六 不 
作 其 它 的 假设 . 

下 解 决 到 个 任 狠 ， 首 先 我 们 可 把 每 一 公式 神经 过 等 价 悉 形 而 
Sp. DÉI BR, IR SP SR Sab Si e 
Dier EAE Bir ien Eë Bäi egl un Ké, 由 二 -一 些 命 题 所 组成 的 复合 谷 
SST Rëm ep Eë rei rt D. HN en lge IR Du en CS ie 
EE ERRA re EE EE 
有 过 辜 性 质 。 因 此 ,我 们 便 把 上 面 的 问题 锋 结 到 下 面 的 阅 题 :一 个 
形 如 

[8] V [B] Vee v [Bnl V Cl v 1E2] Ve V iEnd 
Dër ALE E KR SE DISK Sp Ar Du 

[Bi] Voe V [Ba] V IC] v e v lE] 
BRKE, a BERE TFAA 
BIV e VBa V Ei ,BIV YB,, VE,| 

中 至 少 有 一 个 是 永 凌 时 (m 二 0 或 n 二 0 的 情形 也 包括 在 内 )。 至 
Pe m ee ERC IT RA SD. Sat KS g1 ES SD 
BOES KE CR NEE EE TE 

RE EE ERC EHNEN 
RF. Gem än SC TS A Dal CH MARERE. M 
Bie kBn EREC LA. REB ECKE dE 
於 等 价 式 

[B31& > & Bami ~B &-… & Bal, 
《如果 一 系 烈 的 类 的 交 类 篇 全 类 , 那 末 每 个 类 也 是 全 类 , 逆 理 亦 里.。) 
我 全 又 得 
(ale. & [Bn] —l C] 
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或 
ENE 

因而 便 有 

IB] Ve v Ba] V [C] V y Cnt. 
HH n = 0 的 情形 , 我 们 可 以 把 一 个 空 类 当 作 C 而 加 入 , 因而 得 
到 相应 的 结果 ; 过 时 重要 的 是 : 空 类 不 可 能 是 至 类 , 即 个 体 域 至 少 
要 含有 一 个 元 素 ， HP m = 0 的 情形 ,以 上 断 革 的 芮 确 性 立刻 可 
现在 我 们 再 考 虞 以 下 情形 , 即 下 列 命 题 中 

Bi Vee Vn V Cle Bi y ey Bn VC], 

RARA. R X1, Xs，… ,Xt 是 在 这 些 公 式 中 出 更 
的 基本 类 .， 适时 我 们 可 以 找 出 一 个 客体 域 与 一 个 相应 於 Xi, X;， 
… ,Xr 的 分 类 , 使 得 族 类 Ba 8. 都 是 全 类 , 反之 , ée, 
C, 没有 一 个 是 人 至 类 ,因而 析 取 式 

[Bi] Vee V Bn] V IE] VeV] E] 


便 是 假 的 了 . 

要 起 明 写 ,我 们 把 每 一 个 公式 B, Vo V En V ERRARE 
RR;。 根 据 假 设 , 公 式 |31V… V ;V6;| 中 没有 一 个 是 永 甘 的 , 故 在 
每 一 个 合 取 式 K 中 ,至 少 含有 一 个 合 取 项 Xn KEE Ke 
VX 其 中 71,…, rp, ans sa 都 是 彼此 不 同 的 。 对 办 每 一 个 证 
梯 的 项 我 们 都 作出 一 数 25 十 … 十 Zo WERE Ans gg 
GE 我 们 便 使 它 对 麻 於 2 因此 , REAA R, 中 
都 至 少 含有 具 吉 样 性 质 的 项 , 故 至 少 对 应 於 一 数 , 今 把 所 有 这 些 对 
应 的 数组 成 一 集 M: Ea M 表 Mi M: HE. 百合 @(C 一 1， 
rs Al 表示 M 中 具有 下 列 性 质 的 数 的 集 , 即 把 它 记 和 起 二 进 数 时 有 
一 项 2 出 现 的 ， 一 一 今 把 M 当 作 客体 域 而 类 O EX. BREGE 
ES, D.D. SS Di, ,Dw; 而 651,… En 多 成 E61,…,E,。 设 
m = 22 十 … 十 2 篇 Mi 中 任意 一 数 , 写 是 与 多 中 一 项 XnV…V 
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Xi,V Xa Voo VX 相对 应 的 ， 那 末 吉 数 便 属 於 6 ,…，G.，: 但 却 
Rn... , 因此 亦 不 属於 GV VS, VG VV O. 
Parke, ,G4 中 任 一 个 , IRR RHO, Voe vO. K 
此 M; 中 任何 一 数 都 不 属於 D1V… V Dn VE KORE RIE D, 
Ci 中 任何 一 个 ， 故 GE; 不 是 全 类 ,其 次 , M: 中 没有 一 个 元 素 
EBA De, Dn 的 ,因而 M: 的 每 个 元 素 , "ru KAHRI 
都 属於 1，…, Dm. MERRER, D y Dn 中 每 一 个 都 是 全 类 ; 而 
El En, 却 没 有 一 个 是 全 类 的 . 

篇 了 解 各 朋 白 起 见 ， 我 们 用 着 个 密 定 法 以 杂 实 上 上 述 的 浩 伯 定 
理 。 有 过 定理 的 符号 钱 述 是 : 

|[A~NX XXa Lä Va a Kale Kl, Falf Flax KAN 

&|X :一 Yij&|X3 一 Yi| 一 | 了 :一 Xi elle, 
EENEG EE HEH 
Bi LEI E rt ale. eem E. E DIS 
Ces NA Na Kal & (A~YIY2Y3) & MAN & EA & YY3& (Rani & 

& (X2 一 72) & (X3 一 Y3) 一 (Yi 一 Xi) & (Y2—>X2) & (Ys— Xs) | 
AKER. ` 我 们 以 前 已 经 提 到 ,在 联合 演算 中 一 公式 Tal 之 篇 水 
J.S HIE A Ten Eë e HOAR EAKR. (ek nl EE 
篇 合 取 能 式 而 制定 . ， 但 其 甘 克 性 亦 可 如 下 看 出 ,把 其 中 出 现 的 类 
记号 惟一 切 可 能 的 组合 而 代 以 空 类 或 全 类 时 , 宅 必 须 给 出 里 值 ,下 
如 在 命题 泪 算 中 的 永 里 命题 那样 ， 当 对 其 中 的 售 题 释 元 画 一 切 可 
能 的 和 组合 而 代 以 假 命题 与 车 命 题 时 ,也 必得 凌 值 。 现在 半 位 命题 
只 在 以 下 情形 之 下 才 可 能 是 假 的 ， 即 所 有 在 最 外 面 的 记号 一 之 前 
` 的 合 取 项 都 篇 全 类 ,而 至 少 在 其 合 有 一 -个 合 取 项 篇 实 类 .例如 , 试 
i Yi 一 Xi 篇 空 类 。 因 篇 我 们 现在 只 是 处 理 全 类 司空 类 ,所 以 者 只 
能 是 Yi 篇 至 类 而 Xi BAA LA Y, v Ý, 了 1VY; 篇 全 类 , 故 Y， 
DY, DEn MN XY, R XY 篇 到 类, 故 X: M XA 
空 类 ， 因 此 XXX: 篇 空 类 而 YYY AEZ. 但 到 梯 一 来 ， A~ 
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XXX 与 4~Y1Y2Ys 十 者 便 不 可 能 同时 篇 至 类 〔〈 因 而 引起 矛盾 
R). 由 办 公式 和 结构 的 对 稀 ' 性 ， 洪 设 Ys 一 ?XX 或 设 Y3 一 XXX3 
篇 空 类 ,结果 亦 同 ,因此 ,定理 的 凌 确 性 便 得 以 座 明 . 


$ 3. 做 和 社 的 亚 里 士 多 德 推理 式 的 采 统 地 推演 


在 半 一 季 我 们 想 更 深入 地 讨论 全 入 的 推理 论 ， 过 主要 的 是 具 
有 历史 上 的 输 趣 ,现在 要 不 理 的 是 如 何 地 把 枉 里 士 多 德 的 推理 格 
式 帮 大 我 们 的 联合 演算 中 ， 荡 且 如 何 地 从 天 个 演算 的 矣 点 来 把 七 
系 攻 化 及 建立 基础 . 

所 要 考虑 的 推理 具有 下 列 的 刻 划 性质: 它 含有 三 个 句子， 其 中 
第 三 句 (结论 句 ) 是 前 两 句 (前 提 ) 的 加 辑 推 论 ， 送 三 名 中 每 一 侦 都 
有 下 列 四 个 形式 之 一 : 

“所 有 4 是 了 (公称 肯定 刊 断 )。 

“有 些 4 是 BOURRA ERIN). 

“没有 4 是 BREGE). 

“有 些 4 JEB” ORR Ee). 

作坊 过 四 种 形式 的 缩写 记号 我 们 常用 元 香 a,i,e,o (依照 相应 
"E: 至 於 半 四 个 御 窑 的 一 般 记号 我 们 可 用 符号 AB. 

三 个 句子 中 一 共 出 现 三 个 概念 , EAS), RA (P) 及 中 

Deg T RARAY SP 形 ,而 在 前 提 中 ,第 一 个 前 提 含有 概念 M 
筑 P, 第 二 侦 前 提 含有 MAS 因此 , 我 们 得 到 下 列 四 个 推理 “ 格 
TT, 


MP PM MP PM 
SM SM MS MS 


emmer 


SP Sp SP SP 


1) 注意 在 烽 葵 名 中 我 们 限定 其 次 序 篇 SP, BERARI, AE EAA PS 
Be ERR A nt D E Oe pe KR eer Së Laut 
一 去 ， | 
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HARAB R, FERREE ATAR E RR 
形式 可 篇 a,i,e,o HDD DIR WIR. E , ARERR ban, — 
共有 256 种 推理 方式 的 可 能 . BÆ, h pie AUA h A HEHEH 
过 个 要 求 ， 可 能 的 个 数 便 大 大 地 沽 少 . 亚 里 士 多 德 殉 辑 说 , 共有 
19 个 不 同 的 推理 方式 .对 於 这 些 方 式 人 们 全 引入 三 首 凶 的 口误 ， 
口 责 中 的 元 普 依 次 地 答 出 该 推理 式 的 三 个 句子 所 属 的 御 断 形式 . 
利用 过 种 办 法 ,我 们 得 到 下 列 的 饲 辐 : 

第 1 格式 第 2 格式 第 3 格式 第 4 格式 


barbara cesare datisi calemes 
celarent camestres feriso fresison 
darii festino disamis dimatis 
ferio baroco bocardo bamalip 


darapti fesapo 
felapton 


pakoon E 


有 效 PERR. GG äus ter Aë AB DADER ni, 
e,o 作 符 号 的 表示 。 BRA 了 X,Y 分别 表示 良 词 "是 4” 蚌 RB”, ges 
过 四 个 刊 断 形式 便 可 以 符号 地 表示 篇 : 
I[¥VvY|; lvY¥I: |XvYI: |XvY}. 

由 省 种 写法 直接 可 以 得 到 关於 所 考虑 的 制 断 形式 的 传统 规 
则 :反对 规则 (Opposition) 和 换 位 规 则 . 因 篇 ,在 过 四 个 制 断 中 ,最 
和 后 一 个 . 与 第 一 个 相反 多; 第 一 个 与 第 三 个 相反 法 . HER, P EER 
个 公式 对 X YEBA, AE ae E ARC erëm 
B Æ 2” 同意 , 而 和 折断 “没有 4 是 B” 天 与 “没有 B 是 4” 同意。 反 
之 ,形式 4 与 。 是 不 可 能 换 位 的 . 

现在 我 们 把 这 四 个 刊 断 形式 的 表示 方式 麻 用 到 推理 式 去 ， 泪 
dp SBS KR 5S“ 是 ME P” 计 篇 X,Y,Z。 着 样 每 一 个 推理 式 都 由 
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三 个 公式 组成， 第 一 前 提 将 由 下 殉 四 形式 之 一 
YvZ: (YvZ; |ZzZvYil; IlzZvY| 
或 其 玩 辑 的 否定 而 表示 .第 二 前 提 划 相应 地 篇 下 列 四 形式 之 一 
KA XxX): Yv); IXVY|: [XvY| 
或 其 否定 。 阁 座 结论 名 卓 我 们 有 下 列 二 形式 之 一 或 其 否 害 
IXvZi: IXvZ}. 
CEE JFE EAI X, Y MiZ 只 能 在 联结 词 的 合 件 契 出 更.) 

在 形式 人 条件 方面 到 有 一 个 要 求 : 即 第 三 公式 须 篇 前 两 公式 的 
推论 ,其 意 篇 , 当 在 X,Y,Z 不 代 大 确定 的 谓词 时, 除非 第 三 公式 蛮 
W, Ri IA AAAS RB AER.. 

现在 需要 探究 ， 如 何 通过 这 些 要 求 而 把 各 公式 的 可 能 配合 有 
所 限制. 

在 讨论 上 时, 下列 的 注意 是 有 用 的 :我 们 可 把 通 沉 V br Bëss pit 
项 彼此 互 换 而 不 致 改 儿 一 公式 的 芙 假 性 . 其 次 ,前 提 的 次 六 是 无 
关 重 要 的 ,又 由 从 过 种 推理 的 一 般 性 ,一 高 词 到 底 以 U 或 U 表示 ， 
那 是 没有 关 傈 的 .” 基 於 这 些 事实 ,我 们 可 把 每 一 对 前 提包 和 结 到 下 


烈 六 个 范式 之 一 : 
I. IUVUvYV| m. |IUVTV| Yv. IUVvVYVi 
LC v I7 vW] IV vW] 
T. IUvD| N. IUvT7i vg lIUvYV| 
Iv vW] Iy v WI IV vW] 
结论 旬 则 篇 下 列 形式 之 一 


IUvwl: IUvwl|:; UVW); IUvw| 
(或 其 否定 )， ERS RAP, Ww RHE VRA Y RY, LHEU, W 
或 卉 把 W,U RATAN —: X,Z; X, Z; X, ZXZ, 然后 把 本 
取 项 作 一 切 可 能 的 互 换 RPE E EERI RRE dk, EAN E Se, 
许 的 (就 形式 上 和 车 ) 三 公式 系 之 一 (前 提 顷 取 斋 党 的 次 序 ). 

现在 我 们 坛 把 六 寺前 提 I 一 开 ,逐一 检查 ,， 泪 由 它们 得 和 到 什 辐 
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推 葵 , 首先 我 们 可 以 泪 见 ,由 IT,IV,V 得 不 到 我 们 所 希 语 的 推论 . 

因 篇 ,只 要 谓词 了 关 任 何 客 体 都 不 成 立 , 前 提 工 便 被 完 至 任 剖 
HJU, WV bk, LSG 对 一 印 客 体 都 成 立 而 U Ze JS 
OL Bite IV ERWE; 只 要 uk gu. V 对 一 切 客 
苯 成 立 , 那 未 前 提 V WEWE. 

父 由 前 提 VI 亦 得 不 到 我 们 所 讨论 的 那 种 结论 句 。 因 篇 , 篇 了 
Idette eh V 以 后 ,前提 VI 能 被 满足 ， 只 要 URN W eh 
PET AEE ETA AEE. TREI R TA KIT C 
从 1 


因 此 在 我 们 的 推理 趟 中 ,只 ?有 有 情形 II om 可 MAZA. 如 果 
20 DA RI Y| & | YvZ|=>|XvZ|, WRH U AJARI SR 
[DV 到 | 与 | vW ATHER ARIU VWI. XIUvW Eh 
R RIRE DTBBIEH AR A, N2, 既然 半 个 天保 是 成 立 的 ， 
我 们 便 可 以 使 两 个 前 提 都 被 琪 足 , 只 要 取 了 E Ww E. 

在 II 中 ,第 一 前 提 ]UVTV| 芒 指 , 有 一 客体 ( 即 至 少 有 一 客体 ) 
ERINE U 与 V， 第 二 前 提 | 玉 Vv W| 意 指 , 每 一 客体 ,只 要 具有 性 
SG 的 亦 具 有 性 质 太 ， 因 此 可 得 ,有 些 客体 同时 满足 U eu, É 
|U V Wi| 是 一 个 黄 公 式 . 

EZ WRAUW BR, WARMA V Ss: 时 , 可 知 前 
提 I H. 

EITE, PEERAA RZE MERA TSE 
BEH, ÉN 


UVI ID vu 
(A) vvi (Di rvw 
(OC vm (OU vw] 


PERRE: de IR E EREA TD SES 
EE EE RETA AAD AREE E Dfa 
推理 式 . 因此 , 我 们 必须 顾及 推理 式 的 形式 方面 的 限制 , 由 於 这 


一 ~ 一 一 re 一 一 一 一 -C—O ea eea E E iE A v 
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些 限 制 ， 非 否定 谓词 X,Y, Z 只 能 在 析 取 式 的 第 二 项 不 出 现 , 而 了 
外 不 能 出 现 太 结论 句 . 其 次 , 义 须 注意 ,在 主要 形式 (A) 中 ,UU 与 
WAIA HAERA SH ep EE, 

ZIL. 通通 下 烈 的 代入 我 个 得 到 由 主要 形式 (人 A) 而 来 的 一 切 


U=X, V=Y, w= 
这 启 (适当 地 渤 取 前 提 次 序 以 及 析 取 项 次 序 ) 由 第 一 个 代 久 可 得 出 
推理 式 camestres $ calemes; 第 二 个 代 人 得 celarent BN cesare; 第 三 
个 代 入 得 barbara, 
对 雁 主 要 形式 (B), ;我们 可 由 下 刻 的 代入 而 得 各 种 推理 式 : 

U=X,V=Y,W=Z: U=X,V=Y,W=2:; 

U =X, V =Y, W =Z; U=Z,V=Y,W=X: 

U=2Z, V =Y, W =X, 


E AE AAS H HEIRS ferio, festino, feriso, fresison; 第 二 个 代入 
AH darii, datisi; Æ ZHR A SHE baroco; 第 四 个 代 久 答 出 disamis, 


dimatis ; $ BARAAT bocardo, 

E ET 
DIE, Uni Dt (SS DEER, DI de SR DEE 
DER TE neet, 但 是 在 我 何 的 讨论 中 ;, EAI Bir 
有 亚 里 士 多 德 的 推理 式 . 密 可 是 ,在 我 们 上 所 得 的 全 体 中 少 了 四 侦 
推理 方式 . darapti ,bamafip ,felaptonyfesapof 这个 其 办 在 於 :和 从 班 里 
七 多 德 起 , 已 经 楼 成 了 古典 的 济 座 全 移 肯定 合 题 (一 切 4 篇 B”) 
的 解释 舆 我 个 对 公式 |1XVYi 的 解释 泪 不 完全 一 致 事实 上 ,依照 
班 里 士 多 德 , 必须 有 客体 使 4 成 立时 , 命题 一切 AR B FRA 
Se. 在 过 点 上 我 们 所 以 避 和 与 亚 里 十 多 德 有 所 不 同 , Job 
报 在 数 区 上 的 应 用 之 故 , 在 过 驯 ( 存 数学 上 一 一 绎 者 ) ,把 亚 里 十 多 
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德 的 误 释 作 篇 基本 是 不 适当 的 . 
如 果 我 们 想 把 侧 少 的 四 个 推理 式 在 我 们 的 消 算 中 推出 ， 那 来 

我 们 必须 把 在 亚 里 士 多 德 吏 辑 中 上 蜡 中 作出 的 而 在 我 们 看 来 不 是 自 
明 的 那个 假 惟 明白 写 出 。 例如 ， 推 理 式 darapti 相当 於 下 询 的 模 
A: 

|A VB] 

IA vc] 

ia| 

IBVC] 

E EE EE 不 的 审定 法 , 下面 公式 
IAvVBIlg|AVvC|I&IAI—>|IBYC| 
LERKAR. 其 它 三 推理 式 仿 此 . 因此 妥 我 们 的 解释 ,daiapti， 

felapton , fesapo, bamalip JK see og UR 


第 三 章 
9 ze eg ad K S 


$1. 六 前 的 诡 算 的 不 充分 泛 


er 2 RR Km DD eg SH, SS TI DIE STE 
EHS BERE RAA Den. kat pu RE 
ERIE, vi hE EA, FEMEA UE AO RENEE, 也 可 以 
通过 多 次 的 亚 里 士 多 德 的 推理 格式 丽 待 澡 

REI ARAE REES 内 , Së OS Bit 
EMER EK 1 Ap te eg SET. Eesen" 

"Sr më E DOE, (es BESE EPRE, E 
不 能 有 任何 一 步 的 进展 ,因此 和 从 FARSE, ERE FERR MESE 
HR”. 

SEL. PEt EREA AH A 8 E ER BRR 
说 已 经 苯 明 是 不 足 绝 的 了 . ERE H ERR ET AS H ei 
Es, EREET, RS, WEE 21 的 唱 傈 作 符 号 
EE Edel 

我 们 想 用 一 个 简单 例子 来 说 有明 ， 斌 考 虞 一 命 壮 :“ 妈 染 8 介 人 
ASC ZZR, BITE CRAZ”, EE AIER AP, 
RRP E DETRI PIE X 一 Y, EC Së nie SS, 营 然 亦 可 Di 
ERR JE E seint aR- Fan p A TER 


e a e i mÁ 


1) 见 “ 纯 料理 性 批判 ”二 虹 序 车 ， 
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Ski BA ERE ERA ATTER, REE 
MRSE”. GRR RRREZAR EIEH E 
RE, ER IA A e RASE 因此 过 个 表示 式 
尘 公 不 能 用 以 推出 原 命题 所 能 推出 的 数学 推 花 ， 即使 我 们 用 联合 
演算 中 的 表示 方式 ,情况 亦 不 能 有 任何 改善 ， 
ATRE, RIPETAS ERI -个 不 需 放 数学 
HAARAF. un Aas ENE: "ju 88 
F IMEA ST RRE 0 RE IS ER 
pn pn: nn D, BEIF ERRIA GAB 
GE E E 
BEII. RETE IRTI DI ip REES ORG E ADE 
表 成 以 下 形式 : | 六 | 一 | 了 | ,其 中 X,Y 分 别 地 表示 户 袜 “是 儿子 ”“ 是 
父亲 ”但 是 得 个 公式 烷 毫 不 能 帮助 我 们 来 辨别 过 个 断 普 的 着 确 
性 , 因 乱 当 对 与 Y 作 其 它 的 代 太 时 , ET ARRERE. EE 
个 公式 说 ， 冰 没有 表示 出 由 前 提 到 和 结 葵 之 各 的 玩 辑 关 傈 所 根据 的 
HM, EDRR ERT” 责 彰 调 " 是 父亲 "都 含有 由 一 个 客体 到 另 
一 个 客体 的 某 一 个 并 保 ( 按 指 父 于 天 保 一 一 番 者 )， 在 所 有 更 复杂 
DH S.E See, 


ENG EE EE E 


SE GE EE 
ERRER. Ak RAAR pl UE IER Ae Oth Dë 
ERTE EHS. ess, bn ES Bin ZER Aen 
HAR. 经 我 何 那 时 荡 未 充分 利用 十 和 村 分 解 ,我 何 玫 示 -- 命 题 时 
MER EROR H HAA, BERRIE, 所 以 要 对 符号 作 授 
(I8pR 1. Sit, 我 们 力求 在 形式 体系 方面 与 命题 演算 行 所 联 
OAR 如果 我 们 把 过 个 倾向 於 命题 演算 的 纲 中 除去 , 那 便 很 自然 址 
要 探 用 下 面 的 程序 , 朗 在 下 示 命 题 时 ,把 客体 (个 体 ) 与 谈论 及 它 的 
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ER GERD) po AE AI, d EIER A PHR EH R HK. 

因此 ;我 们 探 用 以 下 方式 ， 朗 在 符号 地 表示 请 词 时 我 们 使 用 带 
Ze REN E, Meet Rat ERR E e, Gin, TA 
图 前 符号 P( ERR Rb 8" DR P(5) 便 是 以 下 命题 
的 表示 式 : “5 是 一 个 质数 ”"。 如 果 M( ) 是 谓词 是 人 的 记号 , 那 
zk MEEI) EE EIREANN. 又 设 由 小 到 大 的 天 保 用 有 
南 个 空位 的 丽 鹿 符号 < G) 表示 , WR < (2, 3) 便 是 下 命题 的 符 
就 表示 式 :“2 Ja" RS. epp AC 之 间 ” 可 表 篇 
Z(A,B,C). 

一 切 数学 公式 都 表示 雨 个 或 多 个 数量 的 关 傈 .。 例如 , 公式 
x + y= sët BIER S(x,y,z)。 S(x,y,z) DÉI REI 
说 ,x,y,z 符合 关公 x 十 y= 二 sl, 

针 和 种 用 新 方式 表示 的 命题 仍 可 使 用 命题 演算 中 的 联结 苛 ， 
例如 ,命题 P(5) üb Pia), 公式 

(< (2,3) & <(3,7))— <(2,7) 

表示 以 下 命题 : "如果 2 小 於 3, 3 小 於 7， 则 2 小 於 7. 

我 们 还 缺少 一 个 关於 命题 的 普 过 有 BERF RAR. 要 得 到 
E ,我 们 依照 数学 的 先例 ， 除了 确定 的 客体 的 和 号 ( 专 名 ) 外 , 还 引 
人 楼 元 xyz ., 定 个 亦 可 用 来 坟 入 国 启 记号 的 空位 碟 . 当 一 个 
空位 填 和 人 确定 的 到 号 时 ， 我 们 把 它 叶 做 相应 的 敬 元 的 值 ， 

RRK, BERERA -AARE E KER, BE EH REC 
UERN. Phu, ginn e ERR 点 * 在 看 
Së, RAA RRR Lieu) BERRA RRE 
x 的 值 ,只 有 直线 可 作 篇 y 的 值 . 

如 果 我 们 在 加 辑 丙 词 的 空位 万 代入 一 侨 确 定 的 多 元 值 ( 朗 , 僧 


1) RAMEE, RÆ MERA HAR, AEA 
A8 DÉI. BERRIAREN EA CAE NRE. 


Erem rath ue e 


SEET EE 59, 


HARZ), IR FEEFEE ARRE 7E AOE, E Ti 可 假 . 反之 ,如 黑 
TE las ta ODC EE TELA ATOME EIRIK , FR 
PRISER ER, EE PEJA R. ZERP, 3 
我 们 窟 出 文字 公式 时 ,其 音 篇 ,如 果 在 稳 元 的 地 方 代 信 旷 合 一 个 数 
值 , 相 麻 的 数字 等 式 必 是 凌 的 , 同样 ,在 加 辑 演 笑 中 我 们 亦 同 法 磁 
H, BAA 
(<(x,y)& <(y;z))><(x,z) 

Sie, SBERM x,y,x RERA <, y) E< Lei 
RR, DU Ce, z) JR. 

SE, 2: 0 A E e a HERR. IER TIERE 
个 公称 性 可 与 否定 词 力 至 其 它 逮 幅 联 结 鹿 &, VYV ,一 五 相 联合 使 用 
en. Renn enk, 否则 ,我 们 不 能 知道 ,P(x) 
aire Di, P) 成 立 ”, 抑 指 dE D e PL) 都 成 
KT ki bd ër oi rd DO FI et, AE AR D nl OR 

gess JERE et pu mr A Ree RI. 

A (x)4A(x) 意 指 : tik EI, Aa 成 立 . L SASW 
HARTURIK OPG) 与 Leite) mE. SN 
DAVA "IEN, 我 们 引 x 一 个 特别 的 Ze 在 号 ， BD CEx)A(x) Së 
去 下 面 die :“ 有 一 个 x 使 4(x) RO, 

全 各 号 典 存 在 号 有 一 个 共 名 : 量词. 

术 兢 雁 一 个 全 各 号 或 存在 号 的 科 元 ， 我 们 叫做 “ARET”. 
EHEAR CET Era RA: "e EE 
REJC ee DD "dain de CL ge R.G 
A”. 

HRES ERSAK, EAR E ELIA AA, k 

EAA aM ;一 之 一 ,站 县 没有 否 GE , RUZAJ 
ERP, SAER R ,我 倍 作 下 烈 的 规定 : 

Alx) 简写 篇 4(x)， 


nza 


9 秋元 时 做 目 由 


er ee Pp a sie pr EE te 
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(x)A(x) EA (z)4(x)， 
(Ex)A(x) BBS (Es dei, 
Ei ZE ERT E Sr OU E ee. RAIF TARSA: 
(Ex)A(x) 等 (x)A(x)， 
(Ex)A(x) SE (x)A(x)， 
CEDA) 等 (x)A(x)， 
(Ex) 有 (x) 等 (x)A(x). 
EEEN Lens, 我 们 可 把 存在 号 与 爹 称号 彼此 代替 ， 
因此 就 盘 讽 演算 的 符号 车 SS ,有 三 个 BIS. gas bett Fon, 
其 次 是 三 符号 &,V ,一 之 一 ,其 次 是 二 记号 (x), (Ex) 之 一 ， 
l LSzmtRsmgsmuimpnnz mes greräk dR 
E EE ARE H R , NEE 
SS ERMER EHR IRR, BAMA CRET 
BERIT BENS HR R, EHE T SER. Bu, 2 Gs 
RA, 可 ,我 们 有 下 列 极 简 单 形 式 的 联合 : 
(x)(y)A(x,Y) 
对 一 切 * 与 一 切 y e, BRIS 4(x,y) Rm: 
(Ex) (Ey)A(x,y) 
“有 一 x 与 有 一 y, 使 4(x,y) 成 立 ”; 
(x) (Ey)A(x,y) 
“名 一 切 * 都 有 一 y, 使 4(x,y) ROT: 
(Ex)(y)A(x,y) 
“有 一 x Ev SS. BRIS 4(x,y) 成 立 ”. 
篇 了 把 莹 个 联合 的 意 闵 并 得 清楚 起 兄 ， 我 们 可 以 每 次 都 加 入 
一 个 括 忠 ,例如 写 篇 


z AIR OR 
发 
(x)[ (Ey)A(x,y)]. 


= 


Ik A RAKK el 
JD EI II ZH REREAD, rt ri GE EES . br lp ml Ap Aë 

REER. bn Be ul DC IR me SC IS at, 相应 地 我 们 便 将 
有 更 天 量 的 全 称号 与 闻 在 号 的 联合 . 

由 全 称号 的 意义 可 得 , ERER eil deal 中 ， KE 
GE 

(Ex)(Ey)A(x,y) 

中 的 两 个 存在 号 亦 然 ， 反 之 ,在 (x) (Ey)A(x,y) 中 ,记号 (x),(Ey) 
DIN Fe OR ont. 

ki, REA 

(x) (Ey) < (x,y) 

(RT xay 以 实数 集 作 篇 定义 域 ) 表示 一 个 时 命题， 对 於 每 个 
xz 都 有 一 7 便 * 小 苓 沁 : 即 对 每 一 个 数 都 有 一 个 更 大 的 数 ”. 

但 是 ,如 果 我 们 把,(x) , (Ey) 的 位 置 对 调 , 合 得 (Ey)(x) < Cay), 
而 下 是 一 个 假 命题 的 ;去 过 式 ， 郎 有 一 数 ue, 宅 大 於 所 有 的 x”， 因 
此 ,(x) 与 (Ey) 的 对 前 ,得 到 和 完全 不 同 的 命题 . 

其 间 的 逻辑 天保 ;过 , 根 据 ( 以 和 合 推 出 的 ) 公 式 

(Ey): x)AlCx,y)—>(x) Ey) A(x,y) 

可 知 ,由 形 如 (Ey) (x)4(x,y) 的 趴 命题 可 推出 (x) (Ey)A(x,y) 篇 
SBS 


53. 关於 谓词 演算 的 应 用 的 初步 提示 


在 我 们 对 各 规则 洽 出 系 蔚 的 表示 以 前 (这些 规则 潮 雁 演算 的 
处理 是 必要 的 ), 我 们 将 先 不 理 一 些 例子 , MERMA RE 
熟悉 . 

首先 我 们 指出 ,对 过 自然 数列 的 基本 性 质 的 那些 公理 ,如 何 地 


Da SÉ sl Si P ME EEN EE 


, Znis-äb-: 个 亦 只 有 一 个 悉数 . 
.没有 一 个 数 全 1 Sp, 
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us Bären, MARRA 9 先行 
者 . 
”在 半 些 命题 中 ， 作 篇 个 别 彰 词 的 是 次 接 彼此 相 炎 的 天保 以 及 
_ 南 数 间 的 差 屋 性 关 傈 . 差 县 性 关 傈 不 但 出 现 於 表 迷 式 “ 翼 於 1” 中 ， 
而 且 上 腊 中 出 现 伶 表 首 式 “ 只 有 一 个 "中 ， 因 篇 只 有 一 数 具 有 某 基 
性 拱 , 音 指 不 可 能 有 两 个 相 旺 的 着 样 的 数 。 相册 性 是 算术 相等 性 
DIE, 
GË EIEEN 
= (x,y) (“x EH y”) 
E 、 
F(x,y) CY EH x”)， 
且 用 着 些 关 保 可 把 所 涝 的 公理 表示 如 下 : 
1. Cx) Ey F(x,y) & (2) (Fx,2)— = (y,2))), 
EI AON 16.80, EEI x h, E t x 
之 后 的 x 都 和 y 相等 ”. 
2, (Ex)F(x,1), 
部 "没有 x 使 1 ARREZ”. 
3, (H =(x,1)—>(Ey)[F(y,x) & (2) (F(z,x)—=(y,2))]), 
即 “ 对 雁 每 一 个 办 於 1 的 x, 都 有 一 个 y, 使 x 直接 悉 它 之 后 , EH 
每 一 个 使 x E RRE ZIRRI z ABAN y ASE”. 
RP RER ENR EP ROREM A 法 用 一 些 简单 例子 加 以 提 
示 ， 先 讨论 下 烈 命题， HERH 已 经 指出 ,过 命题 不 能 在 第 二 章 的 
演算 内 加 以 证 明 , 由 从 半 点 便 因 而 使 我 们 漠 清 楚 , 第 二 章 的 演算 是 
不 足 猩 的 ， 和 于 命题 是 :“ 如 果 有 一 -个 儿子 ,就 有 一 个 父 杂 ”. 
首先 ,着 句 断 闪 在 庚 说 演算 中 的 符号 天 迷 式 是 
(CEx)S(x)— (Ex)V (x) 
其 中 S(x) 表示 “x 篇 一 儿子 ”, V(x) RR ARR. BAER 
有 党 我 们 把 其 中 出 现 的 襄 词 构 念 加 以 分 析 以 后 , 才 可 能 访 明 . 多 


re 
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TERRAS- Ai aA TER” Am, A Aaa EAT AER 
DIRK IS. MA SH RERU RA HETAT RR. 

因此 , 如 果 我 们 把 “x 是 男性 的 ”下 篇 MC), 还 把 谓词 “x 典 y 
篇 x WIBER ONE YEMES, “x 与 y 作坊 丈夫 与 妻子 有 护 子 > ) 表 
以 符号 K (x,y,z) BER S) 可 定义 篇 

M(x) & (Eu)(Ev)K(u,v ,xX) l 

(是 儿子 " 指 :“x E BERG, EBA u 及 有 一 v, DE u ER 
天 而 v 作 篇 妻子 道江 个 成 篇 x HEH”). 

间 样 ,V(x) 可 定义 篇 

(Ey) (Ez)K(x,y,%) 

x 是 一 父亲 " 指 :“ 下 一 y 有 一 2 使 x ERAR y TER ETS 


”个 成 篇 z BERR”). 


仿 把 所 得 的 对 座 S(x) 与 V(x) RERA, R EK 
Ef T MEA: 
` (Ex) [M(x)&( Eu) CEv)K(u,v,x) j— (Ex) (Ey) (Ez)K (x,y ,2) , 

适 个 公式 表示 两 命题 之 间 的 推 葵 关 傈 ， 而 我 们 所 找 茵 的 征明 
出 在 於 指出 , 从 这 两 合 题 的 第 一 个 出 发 , 通过 -系列 的 推 葵 关 保 ， 
每 个 关 傈 都 是 根据 演算 而 作 的 ,最 和 后 可 过 到 第 二 个 命题 7. 遭 时 
我 们 要 应 用 在 命题 演算 中 常用 的 而 在 训 蛮 演算 中 当然 亦 成 立 的 原 
HE, CU ua IRC SÉ NSB 与 8 一 GC 永 下 可 以 得 出 AC, 

首先 , 相 虑 於 命题 演 徐 中 的 公式 X & YY DÉI, ZE OR tr, 
我 们 有 以 下 天 傈 式 : HEEM FAG, 

CEx) F(x) & G(x))— (Er)G(x). 
天 过 式 (Ex)(E0)1 (nw,v,x) 本 篇 关於 x 的 请 汕 , 今 缩写 篇 NL), 


D 让 省 段 解释 是 在 鲁 是 ,第 一 , 道 公式 只 表示 北 涵 天保 ,未 必 使 是 推荐 关 集 ; 第 二 ， 
由 命题 入 通过 一 系列 的 推荐 吕 供 而 过 到 B, 未 必 使 可 有 旺 定 UB (CAE e d 
br RER, 不 沉 , 下 面 的 诅 明 却 城 正确 的 ,只 龙 首 和牛 段 的 计 先 肝病 让 
了 RAH, 


DEE E A G RE EE pa i ee hE REE e EE 
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RPE 


S(x)~M(x) & N(x), 
上 述 推 理 式 给 出 
(Ex)S(x)—(Ex)N(x), 
或 者 换 回 N(x) ARER: 
(Ex)S(x)—(Ex) (Eu) (Ev) K (u,v). ` 
HE, ERR PA — RRE. eA E ARR guf 
以 互 换 其 位 起 .对 於 两 个 存在 号 的 情况 ,我 人 在 上 面 已 经 引述 过 
了 ,把 它 应 用 多 次 , 即 得 过 人 条 一 般 定 理 . 今 就 类 个 其 次 序 , 上 述 最 
后 一 公式 便 成 
(Ex)S(x)—>(Eu)(Ev)(Ex)K(u,v,x). 
HEERKE E , birthdon, REE ART hh g 
7. 
另 一 例 是 下 列 一 命题 : 
如 果 有 二 个 结果 , 便 有 -个 原 赂 。 
首先 把 各 世间 表 成 下 式 
(Ex) 卫 (xz) 一 (Ex)ICx)， 
W(x) EI; r 是 一 结果 ”,U(x) jE: * 是 一 原因 "， 今 再 抬 彰 箭 V 
与 Ww 通明 下 面 所 引入 的 二 项 谓 询 而 分 析 之 ,该 二 项 谓词 往 “x 产生 
y” RUA KC ,y)， 我 们 得 到 U(x) 与 W(x) ERA? 
z U(x)~ (Ey)K(x,y) 
与 
W(x)~ (Ey)K(y,x)., 
把 通 些 天保 式 代 入, 我们 的 断 车 便 成 下 面 形式 
(Ex)(Ey)K(y,x)—*(Ex)(Ey)K(x,y) 
1) AAH SC) Æ M(x)&N(x)”, Së UFB? A Aën ESA 


E” ERRAR, KOKE REH. 
2) AXE“ ~” RA G- RKR, 


Oo a EEN 
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或 者 把 多 元 部 分 地 改名 得 
(Ey)(Ex)K(x,y)—*(Ex)(Ey)K(x,Yy). 

过 公式 是 存在 号 可 换 性 定理 的 直接 推论 . 

上 面 引入 的 (Ex)(y) A (x,y) R (y)(Ex) A(x,y) BIS Si: 
可 由 一 致 收 铬 全 通常 收 铝 的 例 来 解释 ， 试 考 妃 一 雁 定 的 单 值 算 术 
Et ( 译 者 按 ， 指 函数 值 需 实 数 的 ) 序列 fiCx) hlr) ee CA 
HER, REPRE) EPAR RE nee THEMA: 
对 於 * KEERUTAS 0, PARIAR AA 
F: 

(x) {< (0,2) Ey Ca) (y n) < | falx) | ,2) 1}. 
(“ 对 於 随意 的 x, 对 每 个 大 於 0 的 z, 都 有 一 y 使 得 对 於 一 切 大 座 y 
的 2, 不 等 式 |f,《x) e 都 满足 ”)， 其 中 的 元 y 与 4 以 整数 镶 客 体 
域 ， 而 x,z HURRA AER. 

FAYE , Sir SIb DI * 均一 致 收 第 於 o, 则 有 符号 
REAA: 

(2){<(0,2)— (Ey) (x) a) [< Cyn)— < x) | ,2)]) 
(《“ 羞 於 每 个 大 於 0 的 xz, 都 有 一 个 y, 合 得 对 於 一 切 x ERIC y 
的 4, 不 等 式 |fn(x)| e 都 成 立 ”). 

PRK E ZERRE: EPRA, 公称 号 (站 处 在 不 
同 的 地 位 . 


$ 4. 谓词 省 算 中 记 恕 的 精确 化 


作息 对 训 词 莹 算 系 翘 地 处理 的 准备 ， 我 们 先 针 所 用 的 记号 作 
一 个 精确 的 综 结 . 

在 谓词 污 算 中 出 现 的 记号 首先 是 各 种 各 类 炙 元 的 记号 . Ski 
释 元 所 使 用 的 记号 , 永 下 是 大 寓 或 小 写 拉 丁字 母 ， 我 们 作 下 面 的 
FEIE 

E TEER 
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2， 客 锐 释 元 (个 体 释 元 ) :x,y,z,… 

SIS FC.) GC.) HC.,,.,.) 

Dë EE e "ES, 如 果 其 空位 售 数 不 
F), 亦 续 作乱 不 同 的 释 元 看 待 的 ， 

现在 我 们 想 舰 明 , 历 彰 齐 说 淘 算 的 公式 到 底 理 解 作 什么 

BIRTAR PT zu. Bir Est S E ABADE 
DIS TEE A eV, 一 ,~ WERE EET KE A 
IRER. (DER J RARR T ENDE Sr WAR, EZER DD A 
HEW , E DHO EC DD E Se 0 A AR ICH DU HEN a E 
RPE, HARANA AE R EA R Be RG haai E AIH 
AARTO ZE, EK 

SC Dn ANM. RPTE MAAE hR, E a ARA 
TES, DIS er TRL, RARE o HEE. BESI 
HERT ARG, Pjk *, 以 外 , 同时 逮 出 现 有 相应 的 全 称号 或 存 
在 号 ,在 月 前 过 便 是 (x) 或 (Ex), 那 未 我 们 便 褒 过 多 元 在 驯 公 式 中 
是 狗 束 的 ,否则 便 叶 做 自 SE 

RPA 全 把 公式 理解 FERFI rb bz opbau, m ENE 
EE TE 烈 的 规则 而 组 成 的 : 

1。 一 个 命题 儿 元 是 一 公式 ， 

2. 一 茵 背 词 秋元 ,其 空位 不 已 以 客体 释 元 坊 人 了 的 , 是 一 公 


3， 如 果菜 一 让 纺 和 组 合 Rat, mars 

4. KR AAS ERRAR, 而 同一 的 客 笨 鱼 元 移 不 在 其 
中 之 一 内 篇 狗 束 的 ,而 在 另 一 公式 内 篇 自由 的 , 则 A& 3, AVB, 
3 一 9 A~ 亦 是 公式 ， 

5 如果 UC) 汰 一 公式 ,其 中 释 元 x 作 篇 自由 多 元 而 出 现 , 由 


IAC) ER CELAC) 刘 是 公式 ， 相 订 地 ,对 其 写 的 自由 释 元 亦 准 
HF. 
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我 们 明白 地 指出 ,根据 上 面 的 定义 ,在 同一 公式 中 同一 的 释 元 
不 能 同时 以 自由 形式 :及 狗 东 形式 而 出 现 0， 

需 了 节省 括号 ， 我 们 还 作出 下 烈 的 狗 定 : HARRERA 
HELIES, V ,&, ~ 将 比 双 称号 与 存在 号 答 强 .例如 , (x)F(x)&4 
篇 ((x)F(x)) ad 的 简写 以 前 的 约定 CE & 结合 力 强 於 一 ,~， 
而 V 的 又 强 於 &) 依然 有 效 . 在 每 一 公式 中 出 现 的 每 一 个 全 称号 
与 存在 号 ,都 对 订 於 该 公式 中 一 个 确定 的 与 它 有 关 的 部 分 , 驯 部 分 
我 们 将 叫做 恋 符 路 的 作用 区 城 ， 因 此 ,在 公式 


(x) (F(x)—(Ey) G(y)) 
H RUSE (x) 的 作用 区 域 一 站 延展 到 公式 之 来 ， 反 之 ,在 
(x)F(x)— (Ey)G(y) 


P, Ce) 的 作用 区 域 只 在 一 记号 之 前 。 通过 下 列 规 则 ,我们 还 可 把 
括 忠 再 行 沽 少 :如 果 全 秤 号 与 存在 忠 彼 此 直接 相 业 ,没有 括号 加 凡 
隐 开 ,上 基 我 们 理解 篇 : 宅 们 的 作用 区 域 延 度 到 相同 的 地 方 。 例 如 
(x) Ey) Cz) CH x,y,z) & K(y,2)) & Ln) 
BFTK E 
《xzJ(CEy)[(s (ECryy gz)& K(y,z)) y} & Llu), 

io J R SERRE HA, RIPER e C} zE} 的 用 法 再 加 以 解 
次， 道 我 们 本 已 在 前 面 (1 全 $5) 就 命题 演算 而 简单 地 说 明 过 了 ， 
齐 些 字母 泪 非 我 介 的 形式 语言 中 的 记号 ， 原 则 上 根本 可 DS 
证 和 的 用 庭 在 於 :六 演算 作 内 容 的 仿 过 时 ,能 狗 高 成 简短 的 形式 .我 
HAA, B, C 以 传达 某 些 公式 ， 其 准确 的 梯 式 和 尚未 确定 . 例如 ， 
AG 表示 随便 一 个 巷 涵 式 , 例如 (A 一 8) 一 (B 一 C) 或 (x)F(x) 一 
一 (x) G(x). 我们 以 A (x) 裘 示 和 随便 一 个 售 有 自由 多 元 x 的 公式 ， 
同样 ,以 A(x,y) 表示 出 现 有 自由 竹 元 x,y 的 公式 等 等 


1) 遵 党 全 由 页 条件 4) 中 的 限制 而 来 。 如 果 把 道 限制 除去 , 划 下 文 的 收 名 规则 6) 
可 以 推 几 ,经 须 作 篇 基本 夫 则 一 一 名 者 计 . 
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$5. 谓词 演算 的 公理 


现在 我 们 要 仿 谷 题 演算 那 梯 ,周秀 亢 滨 算 建 立 一 个 公理 系统 ， 
使 得 谓词 演算 中 其 饼 的 站 砍 的 命题 能 钢 从 宪 们 依照 一 定 的 规则 而 
得 ( 译 漠 按 , 带 些 规 则 结 在 公理 系统 之 内 )， 

公理 与 推理 规则 的 建立 ， 当 然 策 与 公式 的 内容 上 的 解释 相 一 
臻 ,但 底 探 用 公理 难点 , 惠 由 公理 至 站 ”公式 的 推演 , 却 只 能 艺 粹 
形式 地 得 到 , 即 我 们 对 於 公式 所 表 过 的 命题 的 含意 毫 不 关心 ,而 只 
注意 由 规划 所 得 的 步 台 .只 有 当 我 们 对 形式 运算 芍 结 果 加 以 解释 
了 是， 我 们 才 须 顾 到 我 们 的 演算 内 记号 的 音义. 

内 容 意 闵 可 如 下 每 到 . 我 们 设想 把 一 个 个 体 域 作 篇 基础 , 客 
体委 元 及 全 称号 存在 号 均 圣 它 而 芽 . 二 个 俩 域 可 不 作 人 确定, 但 续 
HEBREE SS AMA. RE mA APAAU i A IS 
的 ， EHAE E A 效 的 ， HERH, 不 管 我 们 对 於 个 朵 域 作 怎 样 的 
园 择 ,每 当 我 们 把 该 公式 中 的 命题 多元 代入 以 一 个 确定 的 命题 ;把 
自由 客体 科 元 代 久 以 该 体 域 的 一 个 确定 客体 ; 把 调 诅 秋元 代入 以 
ZE Së rb e E ER RRT; St Ah er ISS. Së el 
洲 算 中 的 普 所 有 效 公式 我 们 亦 叫 做 永 鞭 公式. 

今 给 出 相应 的 公理 系 葬 ， 首先 当 作 水 辑 基本 公式 我 们 有 命 
题 演算 的 公理 ， 和 篇 简单 起 见 , 我 们 给 出 同 以 前 一 榜 的 形式 . 

al XV X—X. 

b) X-XVY. 

c) XVY>YVX. 

d) (XY)—[ZV X=>Zv Y]. 

(如 前 ,2 一 3 EEES A V 8 的 一 个 缩写 ). 

现在 再 引 人 人 第 二 者 的 两 个 公理 ,关於 一切 ”和 “有些” 的 二 个 
公理 . ` 
e) (x)F(x)=>F(y). 


yi ist 


Nd 
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£) F(y)— (Ex)F(x). 

第 一 个 公 理 琢 :“ 如 果 一 谓词 已 对 一切 zx go. 则 它 洲 任意 一 
(GE éi 

Jam. RAR r 涤 某 一 个 yy 成立, 则 有 一 个 x 
使 下 成 立 ， 

篇 了 使 得 可 以 由 娃 辑 基本 公式 以 及 已 经 推出 的 公式 而 得 到 新 
公式 ,我 们 有 下 列 的 规划. 

a) 代入 规则 

ai) 在 一 个 公式 中 ， 我 们 可 把 -一 命题 秋元 代入 以 随便 一 个 公 
式 ,只 须 假定 , 在 该 命题 炙 元 出 现 的 各 不 都 同样 代入， AAT 
MIRRA REER ER T). 此 外 ,还 代入 只 
以 下 情形 才 和 被 尤 许 ， 邱 用 以 代 久 的 公式 不 以 大 水 从 RA 
作 篇 客体 秋元 . 

a2) 一 个 自由 客体 多 元 可 代 信 以 另 一 客 钵 多元 ,只 须 假 定 ,在 
该 客体 多 元 出 现 的 各 处 都 同样 代入 ， 用 以 代入 的 秋元 不 尤 放 在 原 
来 公式 中 任何 地 方 以 狗 束 形式 而 出 现 . 

a3) 一 个 ”项 谓词 释 元 在 一 定 的 情况 下 可 代 和 以 有 至少 有 关 个 
自由 和 客体 秋元 的 公式 ， 设 想 在 公式 A 中 的 a” 项 谓词 多 元 FF AER 
A. MARTRA F 的 那个 公式 内 必 出 现 有 客体 多 元 ,我 们 随意 取出 
n 个 小 依照 任 济 方式 排列 之 , 菲 命 名 篇 x1,x2，,…,xs。 WIE, Al 
HARA F 不 的 公式 可 记 篇 Britz ta). 只 有 在 下 玖 情形 下 
RPF IERA, BE BCer sxa) 中 可 能 出 更 的 其 它 自 由 
多 元 不 得 在 公式 中 作 篇 罗 束 多 元 而 出 现 , 其 次 , ZE Ap E oi 
It RS br AE DS E Dt el 中 的 约束 爸 元 不 得 相同 ,正和 且 
代 久 的 结果 必须 仍 是 一 个 公式 . 代入 的 手续 可 照 下 列 方 式 进 行 
硼 词 三 在 % 中 某 一 个 特殊 出 现 不 其 变 元 空位 必 和 被 其 些 客体 欧元 所 
RFE, hënn RUAS 01, az Oe, MEHE Q On 无须 彼此 不 
同 , 其 中 有 些 可 以 是 相同 的 楼 元 EREE F (alaz，…)，a*) RJAR 


ee pr ae HELa À E + A at E 
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RENDA BEIE ADA B (a a231), 即 代 大 以 下 公式 ,由 把 号 (x1 ,xz， 
xx) 中 的 多 元 x1 ,x2,… ,x 不 慧 都 分 别 地 代入 以 01,02, ,0 而 
得 .相应 的 代入 须 在 F 的 每 一 次 出 现 处 都 实行 ”. 
B) 蕴涵 规则 
HER A N AB 的 责 公 式 可 得 一 攻 公 式 B, 
Y) BAE ”一切 全 有些 的 模式 (规则 ) 

Y1) 如 果 我 们 已 推出 一 公式 ABa), 其 中 在 记号 一 后 面 的 
部 分 售 有 自由 多元 x, 而 在 A 中 秋元 x 却 不 出 更, 通 时 我 们 可 得 一 
新 推出 公式 And E KEIER 

Y2) WRF A 与 B(x) 我 们 有 同样 的 条件, Mh 3 (x) 一 3 
可 得 一 新 公式 (Ex)B(x) 一 2). 

di KIF Taik Z ARR 
RPE E—ARAAR Bir UH ER GC Ch Er ee a RI RE, 
dE let 
要 假定 ， 改名 的 结果 仍然 是 一 公式 . 如果 想 改名 的 楼 元 出 现 多 


m 
还 
砍 ;, 郎 如 果 有 多 个 作用 蕊 域 , 则 到 个 改名 可 只 就 一 个 作用 区 域 而 实 
行 ， 


$6. 承 贤 公式 系统 


我 们 试看 ,借助 从 上 面 所 答 的 加 辑 基 本 公式 及 推理 规则 ,如 何 
可 把 赣 前 洲 算 中 所 有 的 普 电 有 效 公 式 ， 亦 即 永 野 公 式 都 构造 出 来 . 
半 些 公式 的 一 个 部 分 条 糙 , 妇 其 中 只 合 命 题 缕 元 的 ,我 们 已 经 
知道 了 . 关於 双 个 部 分 系 蔚 ,我 们 在 .上 面 已 经 推出 了 公式 (1) 至 


1) 例如 设 名 篇 F(x,y)&XyF(u,x) M B E GC) VHC xa S)->HCt,x2) WEINE 
Atr y u 不 是 B ARRET, M s 不 是 OI ARRE, RA 
博 困 必须 仍 是 一 公式 . BERR EE, ERAMA RS: 
[GC(r)VH(y,8)>H (2, y) X>L Glu) V HC(x,5)>H (2; x)) -— RHR. 
2) AFUK enn — O RAE” ARRE, REAR e), f) K A N T) 
的 ,是 由 P，Bernays 所 作 : 出 。 


mi 
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(20) 以 及 规则 I 至 VI Y. 过 个 部 分 系 落 我 们 叫做 命题 洲 算 的 永 
ise, 
首先 ， 我 们 将 用 种 种 例子 悦 明 推荐 大 公式 所 使 用 的 方法 . 其 
次 ,正如 以 前 在 命题 演算 处 一 样 ,我 们 亦 用 到 新 推理 规则 .以 前 所 
推出 的 命题 演算 中 的 遵 出 公式 及 道 出 规则 在 还 囊 都 要 用 到 . 
规则 y”: 如 果 我 们 王 明 了 一 个 含有 自由 释 元 的 公式 M(x )， 
MR AAC) 环 是 可 以 次 明 的 ， 
证 . 由 A(x) ARK H 与 I 得 
XVXV Alr), 
XVXV WDA) [用 起 则 YY)]， 
XVX [公式 (3)]， 
DAC) LRR]. 
规则 8 : 我们 可 把 一 公式 中 出 现 的 自由 秋元 与 约 东 败 元 全 
RRE 的 多 元 ,只 要 注意 ,凡是 当初 由 相同 秋元 所 佑 的 地 位 在 
改名 税 仍 由 相同 的 多 元 佑 着 ,原来 出 现 不 同 的 多 元 的 , 收 名 和 后 仍 是 
REKET. 
HEA H hZ Aen a2) 8 6) 而 得 . 例如 ,由 基本 公式 
el 出 发 ,经 过 下 法 而 得 到 (y)F(y) 一 F(x): 
(x)F(x)—>F(y), 
(x)F(x) 一 F(z) 用 规则 c2)]， 
(y)F(y) 一 F(z) 用 规则 9)]， 
Cy)F(y) 一 F(x) [用 规则 x2)]. 
由 规则 6” 可 得 ， 如 果 在 规则 7) 的 表述 中 不 用 x 而 用 y 或 其 
ERT N Y) 仍然 有 效 . 
公式 (21): (x)(F(x) VE(x)). 
%. XVX [公式 (3)]，> 
F(x)YV F(x) [用 代入 法 ]， 
(x)(F(x)V E(x)) [HHR y]. 
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公式 (22): (x)F(x)—> (Exr)F(x). 
Së. FaF) [公理 e)]， 
F(y)—>(Ex)F(x) 【公理 但 ]， 
(x)F(x) 一 (Ex)F(x) Lsap vi. 
公式 (23): (x)(AVF(x))~>AY (x)F(x). 
Së. (yj)(AVF(y)) 一 A4VY Flx) [公理 e) 作 代 太 再 用 规则 ail, 
YCA4VF(y)) 一 4VF(x) [4E A Sieg I], 
EHH, DU nl et, 
GCA YFO))—>(4—>F(x)), 
[Cy) (AVF(Y)) & AJF) [用 规划 VE], 
[(y) CAVF(y)) & 4] 一 (x)F(x) [用 规则 YY]， 
借助 蕉 规则 VI 与 规则 6 tip Re 
C(x) CA V F(X))—>AY (x)F(x). 
公式 (424): (x)(AF(x))—> (A> Cx) F(x)). 
Së. 前 面 公式 中 把 4 代 以 4 BEE 
规则 K. 如 采 2 一 (8 一 CE(z)) 可 本 ,上 则 3B 一 (x) E (x)) 
亦 然 ， 其 中 外 与 3 KARR x. 
BÆR] ARTE EE EE E E 
个 前 提 , HEE Eai. 
Së, Watt ei, 
一 (xz) (3 一 CCxz)) 【用 规则 y)7]， 
出 此 和 (24) 用 规则 V 的 得 所 求 的 公式 . 
公 陈 (25): A—(x)(AVF(zx)). 
证 . 4 一 4VvB [有 公理 (b)]， 
4 一 4VRFx) [用 代 久 法 ]， 
A 一 (x)(AV F(x)) [HRE y)]. 
公 陈 (26): (x)(AVEF(x))~AVY (x)F(x). 
SS. 因 篇 已 经 一 明了 (23) ,所 以 只 须 共 明 以 下 道 定 理 便 儿 了 . 
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re 


A V Leibls kale AV Pa, dAn, B>A” IFF ASB”, 
EE ETH 
(y)F(y) 一 F(x) [由 e) 用 规则 6] ， 
AN (y)F(y)>ANV F(x) [用 规则 IV]， 
AN (xz)F(x) 一 (x)CAVYVF(x)) [用 规则 7y) EE 
B27): (x)(4—>F(x))~(4—>x)F(x)). 
证 ， 对 公式 可 由 (26) 得 出 ,正和 (24) 之 由 (23) 得 出 一 样 . 
公式 428): (x)(A&F(X))I~A & (x)F(x), 
SS. Im, 
I. (x)(A&F(rx))—A & (x)F(x)., 
(y) (A & Fy) A & F(x), C) 
A&E) >F) [公式 (13)]， 
(y)(A4&Fly)) 一 F(x) LARAI V], 
(x)(4d& F(x))—(#)F(x) TARN y) Sail, (Z) 
A &Flr)>A, 
(x)(A&F(x)) 一 4 [用 ( 甲 ) ,规则 V Sail, (A) 
利用 命题 演算 中 的 公式 
(X>Y)>((X>Z)>(X>Y & Z)) 
RREME, 我 何 可 由 最 和 后 一 公式 (内 ) 及 公式 ( 乙 ) 得 出 
ININ Í, 
L. As (xz)Fz) 一 (xz)(C4&RCz))。 
(y)F(y)—>F(x); 
根据 命题 演算 由 此 得 
A& (Fy) A &F(x), 
Aë (rx)F(x)—(x) (A& Bisi), UHRE Y) Sail, 
由 公式 1 及 Uu 朗 得 所 欲 酚 的 公式 . 
公式 (29): OFE, y~) (x)F(x,y). 
Së, GYF u) >a) FC u) [BAE O ERARA 8], 
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(wyF(x,u) 一 F(x,y) [BRE e) 作 代 入 再 用 规则 8 ]， 
Gei (zw)F(z,u) 一 F(x,y) [MANI V], 
(z) (xz)F(z,uj 一 (x)F(x,y) [用 则 规 Y)]， 
(x)(y)F(x,y) 一 (y)(x)F(x,y) TARR Y) 及 6)]. 
同 法 可 得 (y)(x)F(x,y) 一 (x)(y)F(x,y)，, AF29). z 
公式 (30): (x)(F(x) & G(X))~ Cx)F(x) & GC). 
证 .我 们 先 症 : 
a) (x)(F(x) &G(Cz)) 一 (z)FCz) SCz)GCz)。 
(y) (Fly) & G(y))—F(x) & G(x), 
F(x) & G(x)—F(x), 
F(x) & G(x)—*G(x), 
(y)(F(y) & G(y)) 一 F(x) [用 规则 V1]， 
(y)(F(y) & Gly)) 一 G(x) [用 规则 V]. 
用 规则 y) S) 可 把 这 两 个 公式 多 成 
(x) (Flr) & G(x))—(x)F(x), 
(x) (F(x) & G(x))— (x)G(x). 
由 道 两 者 便 可 得 
(x) (F(x) & G) aF) & (x)G(x). 
b) (r)Flx)&(x)Glx)—>(x) (FC) & G(r)) 的 证 明 。 
(y)F(y)—F(x), 
© @)GO)>G(x), 
(YIF(Y) & (y)GC(y)—>FCr) & Gr), 
(xz)FGz)g&xz)GCz) 一 (x)REGz)&GGzD)) . {用 规则 y) a)l. 
由 a) 与 b) 便 得 所 和 欲 屋 的 公式 . 
RRG: El) >G) CaF) lra), 
Së. OEO) (F(x)—G(x)), 
F(x) 一 ((y)(F(y) 一 G(y)) 一 G(x)) 上 用 规则 VI), 
(y)F(y)—F(x), 
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(FC) 一 ((y)(F(y) 一 Gly)) 一 G(x)) [用 规则 V]， 
OEO) & (y)(F(y) 一 G(y)) 一 G(x) [用 规则 VI], 
(x) F(x)&CxXFCx) 一 G(x)) 一 (x)G(x) AR yE), 
(x) (F(x)G(x) 一 (C(x)F(x) 一 (x)G(x)) 【用 规则 VIE. 
公式 (32): Leit Palette ~a). 
W, Elasa ATAK MS: 
(xz)[(CFCz) 一 G(z)) & (GCz) 一 ECx))]。 
把 公式 (30) 作 代 信 得 
(x)[CECx)—>GLx)) KG 一 EEC) 一 xz)CECz) 
一 G(xz)) & (x) (Gx)—>F(x)). : 
由 公式 (31) 得 
(x) Ets) ent Le Fx)—(x) G(x)), 
(elteren titten (x) Fx)). 
因此 我 们 有 三 个 具有 下 烈 形式 的 公式 : 


2 D AG, 
05 一 (9 一 6)， 
€= (€?D). 
WEET HY (81. 如 果 我 们 把 4A, 了 ,CE 所 指 的 代入 , 便 得 
到 我 们 的 断 癌 ， | 
公式 (33): 


a) (Ex)F(x)~(x)F(x). 

b) (Ex)F(x)~(x)F(x). 

el (Ex)F(x)~(x)F(x). 

d) (Ex)F(x)~(x)E(x). 

(33a) AI RENH: 
(y)F(y)— F(x), 
F(x) 一 (y)F(y) [用 公式 (6) 相 应 的 规则 ]， 
F(x) 一 (y)E(y) {把 F(x) SIE FCx)]， 
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(Ex)F(x) 一 (x)E(x) [用 规则 7) 与 5)]. 
这 是 公式 (33a) 的 一 秆 . 
F(x) 一 (Ey)F(y) [由 公理 fj)]， 
(CEy)F(y) 一 F(x) [用 公式 (6) 相 应 的 规 旭 ]， 
CEx)F(x) 一 (x)E(x) [用 规则 Y) 与 6)]， 
(x)F(x) 一 (Ex)F(x) [用 公式 (6) 相 砍 的 规则 1]， 
(x)E(x) 一 (Ex)F(x) [把 CEx)F(x) 赫 换 篇 (Ex)F(x)]. 
道 便 是 公式 033a) 的 另 一 什 . 
(33b) AIRERA: A~, 
F(z)~ xz) [用 代入 法 ]， 
(x) (F~) TAAR y’. 
由 此 应 用 公式 (32) 可 得 
(x)F(x)~(x)F(x), 
(x)F(x)~(x)F(x) [应 用 公式 (X~Y) 一 (X~ 了 )]， 
[参见 9 页 的 公式 (26)|], 


出 (33a) 作 代入 得 
(Ex)E(x)~(x)F(x), 
故 
(x)F(x)~(Ex)FE(x). 
过 便 是 公式 (33b) . 


由 (33a) 与 (33b) 可 得 公式 (33d) 与 (33c) ,因由 ASB 可 以 推出 
HB. 

公式 (34): EGG) (Er)F(x) (Ex) G(x)). 

证 .由 命题 演算 的 公式 ( 译 者 按 , 即 公式 (6)) 

(A—B)—(B—A) 
经 过 代入 可 得 
(F(Cx) 一 G(z)) 一 (COx) 一 ECz))， 
(x){(F(x) 一 G(x)) 一 (G(x) 一 F(x))} UAR y’. 
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由 簿 公式 再 应 用 公式 (31) 可 得 
(x){Elx)—>G(x)}—>(x){G(x)—>F(x)}. 
再 磋 用 一 次 公式 (31) ,然后 由 规则 V 可 得 。 
Geteste Gr)— (x)E(x)). 

应 用 公式 (6) ,可 把 遗民 式 中 的 (x)GCx) 一 (x)F(x) 钨 成 (x)F(x) 一 
(x)G(x)， 因 篇 (x)FE(x)~(Ex)F(x)，(x)G(x)~(Ex)G(x)， 故 得 
所 和 欲 证 的 公式 . 

An Mes 2A 1 HA TF AR: 如 果 OU Dt) TE, R 
个 亦 可 推出 (EDUC) (Ex) B(x). 

因 篇 ,由 A(x) 一 3(x) 使 用 规则 MË 

CHIC 

SIE RK (Exr)Alx)—(Exr)B (x). 

完全 和 由 (31) 推 出 公式 (32) 那 样 ,由 (34) 可 推出 公式 
(A NEG) (Ex)F(x)~ (Ex)G(*)). 

公式 (35): (x) (F(x)—A)~((Ex)F(x)—4). 

证 ，(x) (F(x) 一 4) 篇 (x)(F(x) Vv A) KER. 

ENEE AR 

(x) (F(x) V A)~(x)F(x)V A, 

但 


(x)F(x) ~ (Ex)F(x), 
(F) V A~ (Ex)F(x)V A. 
再 用 纳 写 符号 一 ,我们 便 得 (35). 
公式 (36): (Ex)(Cy)FGzy) 一 (y)(CExz)PFCzy) 
得 是 上 面 早 已 提 过 的 交换 公式 ,下 且 我 们 亦 早 已 指出 过 ,还 只 
是 单 向 的 推荐 时 傈 . 
证 ，FGxy) 一 (ExJP(zy) [公理 f) 作 代 入 兹 用 规则 9 ] ， 
(Cy) (F(x,y) 一 (Ez)F(z,y)) [ARE xl, 
应 用 公式 (31) 得 z 
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(yE Ce, y)—> Cy) (Ez)F(z,y), 
(Ex) OE Cx, y) —> (y) (Ex)F(x,y).。 【用 规则 7y) 与 6)]. 
公式 437): OF, y) —>lr)Flx,x). 

Së. OXE Oe) > la) F Gr) [BAE e ERA EHK a), 
(z)F(x,z) 一 F(x,t) [REN], 
(y)(z)Fly,z) 一 F(x,z) 【用 规则 Vi， 

(y) (2)F(y,2) >F) (FIRM a 2)], 
(y)(z)F(y,z) 一 (x)F(x,xy 上 【用 规 剧 7Y)1]. 
HARE 6) 便 每 到 窜 芒 的 公式 . 


$7. 替换 规则 ;一 会 式 的 否定 的 作成 


在 我 们 已 经 道 出 了 一 邓 列 的 永 眉 公式 以 和 后， 现在 我 们 将 讨论 
一 些 一 般 规则 ， 定 们 对 放电 上 晤 整个 永 里 公式 系统 过 一 点 具有 重要 
(GH 

作 篇 第 一 个 规则 的 是 规则 VI WHER. RE VIER, ID zu 
推出 的 命题 ;, 印 责 个 彼此 等 值 的 命题 ,可 以 彼此 替换 .我 们 今 用 以 
下 方式 推广 过 个 替换 规则 ?. 

GEZEI nl BS E HIR. 
其 中 含有 自由 多 元 x, y,…, xu， 但 不 再 含有 其 它 自 由 多 元 ， 又 说 
Ux,y ,Br,y,… 4) 篇 一 个 可 证 公式 。 TERHI — ZA 
CEC, ERACO 作 篇 部 分 公式 而 一 次 或 多 次 地 出 更, 而 x ,y,…， 
u 上 可 翅 以 茶 些 秋元 ; 又 发 9 BARA, EEN C 依照 规则 3) 
把 一 处 或 多 处 的 A(…) 换 篇 BCO) 而 得 ， 则 E~9 亦 篇 -一 个 可 或 
公式 . 


1) 本 行 及 次 行 的 多 元 : 原文 是 篇 作 y 的 , 示 楼 次 行 的 式 子 便 不 成 公式 了 ( 因 了 U 
来 区 自由 ), 今 改 示 一 RRE. 

2) EAE AB EHHO R A 等 值 B”, 但 下 文 说 的 却 是 “4~B', Gi CR 
加 系 是 否 一 致 ,本 型 未 作 讲 跑 一 一 课 潭 坦 . 


一 


^i 


一 一 一 一 一 -一 一- 一 一 一 一 一 
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因 篇 我 们 已 有 规则 VI, AAR H dT EET: RITE 
SARRE LERE Uys ,x)~B(x,y,…' ,x) 责 端 ,对 (x， 
yya) W (x,y,…,u) 池 以 相同 的 量词 , 妇 比 如 说 ,我 们 可 篇 
GIE Wl ELE )BCx sy, a). 
07 Deet 9 zalkeäpnn ir TT DI. RMA 
(HDU gilles x) B(x yy ,0) 
(Ex)U (x,y, yu) AEN 
Te H AE. 
由 QUxzy aD)~3(x,y，… u) KRA y 可 得 
(Alx EE NB EE ). 
次 用 公式 (32) 可 得 
(Arry, EK EAR 
同样 ,根据 公式 (34 ) HI 
(Ex)AUCx ,yr I~ ELB y u), 
作 篇 另 一 结果 ， 我 们 可 由 此 推 世 天 太一 侦 公 式 的 否定 的 构成 
规则 。 
规则 XI。 如 果 一 个 公式 中 疫 有 纵 写 记号 一 生 一 出 现 , 划 其 否 
定 可 如 下 构成 ， 首先 把 全 称号 与 存在 号 彼此 互 换 ; 其 次 ， TE 
v 彼此 互 换 ; EE E 们 的 否定 彼此 互 换 
IR pl en 明 如 下 . 
如 果 所 讨论 的 公式 不 食 有 全 和 多 号 时 存在 号 ， 则 滞 规 如 在 命题 
省 算 不 早已 性 明 ， 如 果 我 们 把 量 户 ( 原 文 只 提 全 大 号 ) 锚 其 作用 区 
域 看 作 一 个 不 可 分 的 束 体 而 应 用 过 个 规则 〈 在 命题 沙 算 吓 已 伪 明 
过 的 ) ,我 个 永 可 把 整个 玫 过 式 的 否定 号 移 到 各 个 最 外 面 的 量 启 路 
之 .上 (如 果 整 个 表 过 式 是 在 一 个 量词 之 下 , 那 末 一 开始 便 是 这 种 情 
形 了 )。 由 公式 (33) 得 
(x)ACx) ~ (Er)T(x), 
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(Ex)ACx) ~ (C). 
利用 半 些 等 价 式 (原文 作 等 值 式 , 今 改 ) ,我 们 可 把 否定 号 从 量词 号 
上 移 到 其 作用 区 域 上 去 . HELEH, RLAR 
迷 式 那 榜 同 法 处 理 。 最 后 ,否定 号 便 全 彼 推 移 到 命题 记号 或 彰 蛮 
记号 上 去 . 
着 种 多 形 方法 可 用 例子 说 明 ， 今 就 依 本 规则 而 对 以 下 公式 
(x) CEy) CFE(x,y) V (Ez)G(x,y,2)) 
求 其 多 形 使 的 相应 表 迷 式 ， 首 先 由 公式 (33) 得 
(xXAEY(FE(x,y) V (Ez)G(x,y, sD) ~ Be E Bt A V (Ez)G(x,y,2)), 
其 区 ,继续 可 得 等 价 的 表 过 式 (原文 亦 作 ”“ 等 值 ”). 
(Ex)(y)F(x,y) V (Ez)G(x,y,2). 
再 应用 本 定理 在 命题 演算 时 的 特例 以 及 规则 XX 得 
(Ex)(y) (F(x,y) & (Ez)G(x,y,2)), 
最 后 得 
(Ex)(y) (F(x,y) & (z)G(x,y,2)), 
最 后 一 式 正 是 由 我 们 的 规则 所 得 的 相应 表达 式 . 


$8。 推广 的 对 偶 原 则 ;范式 


“由 前 节 的 规则 XI 可 推出 一 个 对 偶 原 则 ,七 可 看 作 以 前 在 命题 
演算 处 所 推出 的 针 偶 原则 的 推广 .得 推 得 的 规则 是 : 
EE Ka 


MEN 又 把 记号 与 V 互 换 . 在 条 E 
情形 下 BRITERNE LEKA EIEE. 

证 . 如 果 A 一 3 EHEAR, N BAR, 如 果 U~ 篇 可 
TARA 下 ~ 可 亦 然 。 我 们 便 依 照 前 章 的 规则 XI EE 
这样, 我 们 便 把 全 称号 与 存在 号 对 调 , EH e RV 对 调 , AERA 
CAE Ok, (EE EE Tt, Atko 
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果 根 据 代入 原则 把 所 有 的 命 是 记号 及 谓词 记号 都 分 别 代 以 它们 的 
否定 ,我 们 便 可 把 最 后 这 种 对 调 又 对 调 同 求 了 . 
时 个 推广 的 半 偶 原则 可 以 一 下 子 葵 我 们 以 大 量 的 永 芙 公式 ， 
只 须 对 以 前 已 纸 推 出 的 公式 作 尘 偶 豆 形 便 成 今 给 出 最 重要 的 类 
CHE 
stier, (Ex)(A&F(x))~A& (Exr)F(x), 
AR(28): (Ex)(AVE(x))~AV (Ex)F(x). 
AWI): (Ex)(Ey)yF(x,y)~(Ey)(Ex)F(x,y). 
ARGO): (Ex)(F(x)V G(x))~(Er)F(x) V (Ex)G(x). 
会 式 (37’): (Ex)F(x,x)—> (Bx) (Ey)F(x,y). 
ABUU X 相合 全 ,公式 (29) 与 (29 和 ) 葵 我 们 一 个 产 的 规则 .。 
规则 XI GE 


Pree Wo, AER. 
在 命题 演算 的 讨论 处 我 们 已 经 指出 ， 可 以 把 所 有 的 的 复合 命题 
都 链 到 一 个 共通 的 范式 我们 可 把 揽 合 命题 ,或 者 表 成 简单 析 取 
式 的 合 取 式 ,或 者 表 成 基本 合 取 式 的 析 取 式 . 
在 调 齐 演算 中 亦 有 一 定 的 范式 .。 即 , 可 把 每 一 个 表 过 式 换 成 

下 面 的 一 -种 ,其 中 所 有 出 现 的 量 蛮 都 非 否 定 地 放 在 最 前 面 ,没有 括 
跑 把 它们 彼此 隔 天 ,因而 七 倍 的 作用 区 域 公 都 延展 到 公式 之 末 ? 。 
EE EE EE, 

E ER R RRR AE E a 
BRA ARRORA EMRA JATE 
到 . 


D HREAN, BEREDAR KRENAR -AERARMEA 
ARIS M. 
2) äng ës Së Erd E EMAER EIER. 


82 数 SS E H SE E 


EE degt E ENEA. 

GE EE KREA ENRE KI 容易 得 到 : 可 把 否定 横 线 只 放 在 命题 

经 元 与 谓词 秋元 的 上 面 。 再 把 约束 继 元 的 记号 更 改 , 使 得 所 有 的 

EEA RIONE. lbn äm , 
(x)F(x) V (x)G(x) 


CEC) V (ly)G(y) 

E re rh, Ap RIEA E ME RA E RRR 
FERRARZE, REEFERS T 
ERRATA AO a m RIER mA E A ERAR R. 

REIRE R EEA ER, A TF Ann, MRA RH 
R, WREG ELGER EARN? SRSM RARR 
违 式 合 有 较 少 的 量 阐 时 过 个 侍 形 的 合理 性 已 经 尽 明 了 . WMA AES 
的 表 过 式 车 ， 如 果 整 个 表达 式 都 在 一 个 量词 号 之 合 ， 那 来世 车 的 
澡 理 性 是 题 然 的 ， 我 辐 只 顷 拒 过 个 量词 的 作用 区 域 CERERA 
DIS online IIIe IT, 否则 可 就 该 表 送 式 的 第 一 个 量词 跑 而 
dë, 和 扎 是 不 会 在 别 的 量词 号 的 作用 区 域 之 中 的 ， 应 用 已 经 推出 
WISIN: 

AV (x)F(x)~ (x) (AV F(x)), 

IF) V A~ (x) (F(x) vA), 

A&(xIF(x ~ (x) (A & F(x)), 

(x)F(x) & A~ (x)(F(x) & A) 
以 及 相 准 的 关 圾 存在 踊 的 公式 ， 我 个 便 可 把 这 个 量词 移 到 整个 公 
式 的 前 面 去 ,而 其 作用 隐 域 延展 试 整个 公式 之 上 .因此 我 人 赂 便 同 


D BACK bëb HEET, ER Dën én e, ek 2 
SC 
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到 了 .上 这 情形, Bim EIRE R EREE R T EA. 

RREA A T ARRIERE > DIS B ER RTR E EERI TR PERF > 
REHANA AAA. 8 et 
MERRE EREA ,我 们 叫做 该 公 式 的 首 标 ,其 式 梯 的 可 能 
EDAR A HHEH. 因 於 过 一 点 ,斯 科 林 的 结果 TRIP asp, 
各 和 结果 可 余 是 对 上 进 的 前 束 印 式 定理 作 了 一 定 程度 的 加 强 . 斯 科 
林 定 理 ( 照 我 们 过 衷 所 用 的 表述 法 ) 如 下 : 

对 应 於 调剂 演 算 中 每 一 个 公式 ,我 们 都 可 以 输 出 另 一 个 公款 ， 
它 不 但 有 前 束 和 范式 之 形 ， 而 且 其 中 每 一 个 存在 号 都 在 所 有 全 称号 
之 前 ,此 外 ,过 公式 可 与 原 公 式 互 相 推出 、 

令 和 后 我 们 将 把 一 个 属於 前 束 和 能 式 的 芒 且 其 中 没有 一 个 存在 号 
跟 在 任何 全 稳 号 之 后 的 公式 时 做 具有 斯 科 林 秀 式 的 公式 . 篇 了 区 
明 过 个 定理 ,我 们 可 只 考虑 那些 具有 前 束 和 范式 的 公式 . 其次, 我们 
冰 可 假定 ,对 个 公式 不 含有 自由 客体 多元 。 如 果 适 福 炙 元 居然 出 
现 [根据 公理 e) KAU yi, 我 们 可 以 在 所 答 的 公式 前 面 , 加 -F 相 
应 於 该 自由 黎 钵 亚 元 的 全 和 帮 号 ,然后 寿 理 所 得 的 公式 . EEA 
式 中 ,如 果 有 个 全 称号 其 后 面 是 跟 有 存在 号 的 ,我 们 说 该 公式 的 
级 篇 >。 因此 ,我 们 只 须 苯 明 , 每 一 个 具有 前 束 秀 式 形状 的 公式 ， 
如 果 写 不 扁 於 斯 科 林 和 范式 ， 一 定 可 以 作出 一 个 仁 它 彼此 本 以 互 推 
的 公式 而 其 级 数 减 少 。 我 们 还 可 以 假定 ,在 所 感 理 的 公式 的 首 标 
中 , 是 以 存在 号 开始 的 . 因 篇 ,如 果 一 个 公式 站 是 以 公称 号 开始 
的 ,我 们 可 取 一 个 不 出 更 认 中 的 客体 多 元 , Ze, RRR R 
ET, RA G iE ARBAA 

Eu) A &G(u) V Giai), 


1) Skolem, Th.: Logisch-kombinatorische Untersuchungeb über die Erfüllbarkeit 
oder Beweisbark»it mathematiecher Sätze nebst einem Theoreme über dichte 
Mergen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Klasse, 1920, Nr. 4. 
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我 们 容易 看 见 ,就 可 推 性 来 说 , 它 是 与 A 等 价 的 , 因 篇 (Eu) 的 作用 
你 域 是 把 一 个 永 时 的 合 取 项 人 各 到 去 而 成 的 .而 公式 (Eu) (Aa 
G (u) V G(w)) 可 以 多 成 一 个 以 存在 号 开始 的 前 束 秀 式 . : 
因此 我 们 的 公式 以 zz 个 (n 之 1) 存在 号 开始 ,其 合 至 少 跟 有 一 
个 全 称号 ， 因 此 具有 下 形 : 
, GH EK EE EA EE AE CI) 
其 中 B(xi,xz，… ,xn,y) 是 一 个 上 共有 前 束 箔 式 的 公式 ， 所 含有 的 自 
由 赂 体 释 元 只 有 xxz， East, 设 昌 篇 一 个 十 1 项 的 谓 宰 多 
元 ,不 出 现 於 D 中 的 . 今 作 成 以 下 公式 
(Ex1)**(Exns)[ (Ey) (B(x1, xn3y) 下 再 (xi xny))V 
V (z)H(x1,* atna) l. (II) 
半 个 公式 与 (I) 是 彼此 可 以 互 推 的 . 
KA, WRS OD 用 规 旭 a3) 把 瑟 换 篇 3 我们 便 得 
(Ex1):*(Exs)[(Ey) (Bri AEKC ECHTER 
V Lei B (x1, xn,2)]. 
然后 可 以 再 除去 永 假 的 那 一 部 分 
(Ey) (B(x1,, xn)y) & Bx1s rnsy)). 
要 由 (D 推 出 (GD 却 线 过 麻 烦 。 首先 在 公式 (31) 中 把 鸭 来 秋元 
改名 得 
(y) CR 一 GCC)) 一 ((7)EC7) 一 (7)GC7D)) 。 
再 由 命题 薄 算 的 规则 (规则 VID 可 把 一 公式 
和 一 (有 一 和) 
SSES 
8 B—(A vE), 
FHR EN ERRE, EER AASB E AVS ER, RPE 
(y)ECy)—>(Ey)(E(y) & G(y)) V (y) Gly), 
在 对 公式 中 把 Fly) 代 太 以 (xi…,xny) IE GO) RIA HCx 
Xay) ;我们 得 
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Le ten Xay) (Ey) (B Cxi, taxa y) 下 本 (zl tytn y)) V 
V (Y)H (x13 ,xn)y). 
SE E KEHE) AIRE A ok EE a on BU. RAIT E 
(Exi) (Exs)(y)B(x1, xa)) 
(Ex) "(Exs)((Ey) (B (x1 tny) & 
& H (xote y)) V OJH Lëns ,Xray) ). 
HARRIAREN 8) 便 得 出 公式 (ID). 
现在 再 把 公式 (I) RRA RERA. 宅 可 成 篇 下 列 的 榜 子 ,以 
(Ex1)Ex2)… (Exs) (Ey) BARE MELI B Cris ,xz,y) 中 的 全 称号 和 存 


在 号 依 原来 的 次 序 而 出 现 , 最 后 则 篇 全 称号 (z)， 因 篇 相应 的 公式 ， 


(1D) 的 般 数 比 (D) 的 级 数 少 1, 所 以 斯 科 林 和 范式 定理 便 得 到 了 入 明 ， 
$ 9. 公理 采 综 的 不 矛盾 性 及 独立 


以 前 我 们 用 以 衣 公理 a) 至 dd) 的 不 矛盾 性 及 独立 性 的 方法 ， 
序 算 篇 解释 的 方法 ， 现 在 也 使 我 们 能 够 证 明 上 整个 请 齐 污 算 和 的 公理 
系 移 ,在 以 前 所 规定 的 意 议 .上 , 亦 是 不 巴 盾 的 . 但 当时 的 算术 解 和 
只 对 命题 秋元 而 作 ， 现 在 我 们 必 有 续 把 它 推广 到 以 前 膛 未 提 及 的 计 
号 上 .过 可 照 下 烈 方 式 进 行 : 

我 们 对 请 诅 刀 跳 旺 命题 记号 同样 处 理 。 我 们 把 两 者 都 当 作 算 
bës, 可 取 值 0,1; 但 不 取 它 值 。 至於 谓 鹿 记 号 的 空位 处 是 如 何 
卉 写 的 ,我们 全 不 考虑 量词 也 悉数 删 去 . Biti a ERAR 
法 ;而 0 理解 篇 1, 1 理解 篇 0. 

依照 过 个 和 约定， 首先 可 等, 所 有 的 公理 , 包括 公理 e) ERC) Æ 
内 ,在 过 个 算术 意义 之 下 永 取 值 0， 我们 又 容易 看 出 ,如 果 一 个 或 
多 个 公式 永 取 值 0, 则 依照 我 个 的 规则 而 推出 的 每 一 个 公式 亦 永 
取 值 0。 但 另 一 方面 ;互相 否定 的 两 个 表 过 式 , 不 可 能 同时 永 篇 0. 
由 玫 可 推 得 ， 由 我 何 的 公理 所 推出 的 公式 ， 没 有 两 个 是 互相 否定 
的 ， 不 矛盾 性 的 条件 是 注 是 了 。. 
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GE EE dE 
HA prätentzRitpnzenp, 在 它 的 内 容 意 闵 上 看 来 , 只 在 从 我 
们 作 下 列 的 假设 而 每 ， 即 作 篇 基本 的 个 体 域 只 由 唯一 的 一 个 元 来 
得 成 ,因而 是 有 限 多 个 的 .从 它 我 们 根本 得 不 到 保 杂 ,使 得 女 使 把 
-一些 在 内容 上 无 可 泪 议 的 假设 表 篇 符号 而 引入 我 们 的 系 和 统合 ， 所 
得 的 可 苯 公 式 系 统 仍 能 保持 不 了 巴 盾 。 Bin, FARER RG 
决 ,把 数学 公理 加 入 到 我 们 的 演算 和 后, 是否 任 意 一 个 公式 均 可 冲 明 
( 印 是 否 产 生 了 矛盾 一 一 译 者 ). SPRAKM EAR 
估 着 中 心 的 地 位 的 , 它 所 肉 涉 的 困 允 ,与 我 们 目前 所 不 理 的 问题 所 
霖 涉 的 根本 无 法 比较 。 在 数学 公理 中 我 们 一 开始 便 假 设 一 侦 钨 第 
的 企 体 域 , 而 无 坑道 个 概念 便 关 连 着 困 闪 与 旋 论 E E ER 
在 数学 基础 的 讨 葛 中 起 着 很 大 的 作用 。 和 起 了 把 后面 演 个 问题 能 够 
成 功 地 丰 理 , 希 泵 柏 脱 建立 了 一 个 特殊 的 理论 。 要 深信 遭 个 理 葵 ， 
当然 要 用 数理 园 辑 的 结果 ,但 却 不 在 本 书 和 范围 之 内 ， 我 们 只 好 一 
次 次 地 向 读者 介绍 希 锁 柏 股 与 伯 铬 奈 斯 的 书 站 . 
现在 再 同 到 我 们 的 公理 系 箔 去 ， 我 们 想 钉 明 该 公理 系 饮 的 独 
立 性 , 序 指 出 , Za) E E) 中 , 以 及 在 推出 谓词 演算 的 永 芙 公式 
时 所 用 的 规则 ei) 至 a3) 及 B),Y),6) 中 , 没有 一 个 是 可 省 的 ?. 
在 下 述 的 独立 性 的 苯 明 中 ， 我们 要 用 到 已 腰 明 了 的 该 演算 的 不 子 
盾 性 . 
首先 , 我 们 指出 , 公理 as) Zd) 中 没有 一 个 是 多 饼 的 , 因而 其 
中 随便 那 - 一 个 不 可 能 出 其 它 公 理 借助 於 推 旭 规 则 而 遵 出 。， 肖 时 我 
D FRERE , MARE (Grundlagen der Mathematik), Bd. 1., 1934, 
= Bd. TE., 1939, ak. 
2) ECBA ARRA ERR CU (McKinsey) ERD 188 Ar hepp ng. Z4 
BS McKinsey, J.C C.: On the independence of Hilbert and Ackermannie 
postulates for the calculus of propositional functions, Amer. J. Math., 
Vol. 58, 所 简单 的 ECAR ken) WHANA P. Bernays Æ Arnold 
Schmid? -iien Ser Air kou BACRR Bernays 的 思想 而 作 的 ， 
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们 利用 以 前 (第 一 章 $13) 已 说 明 的 事实 , 即 在 纯粹 命题 汗 算 中 , 18 
此 公理 没有 一 个 是 可 省 的 ;, 花 且 即使 入 了 新 公理 XX EI Av X 
和 后 ,仍然 没有 一 个 是 可 省 的 . 

BREMER, EEA a) 至 d) 中 随便 那 一 个 公理 可 上 地 
其 余 公 理 借 助 旗 硼 蛮 演算 中 的 推理 规则 而 遵 出 .我 们 坛 把 得 征明 
所 用 到 的 公式 中 的 谓词 多元 及 客体 秋元 按 下 列 方式 加 以 删除 会 
称号 及 存在 号 简单 地 删除 ， 每 一 个 谓词 秋元 连 其 炙 目 均 以 命题 多 
元 X 代 之 ， 称 过 送 个 多 换 和 后 ce) A t) 便 匀 成 公式 XX. 

遭 时 伍 明 的 特性 仍然 保持 着 .依照 规则 a1) 至 a3) 所 作 的 代 
入 多 成 命题 演算 中 的 代入; 或 者 简直 只 是 重复 抄写 。 以 前 通 温 和 藉 
涵 规 则 而 和 烙 合 的 公式 现在 仍然 照 瘟 . 规则 y) 与 改名 规则 多 成 了 
Targ. 因此 , 公理 a) 至 d) 中 某 一 个 公理 便 由 泛 四 公理 中 其 
DO NN 依照 命题 演算 的 规则 而 推出 ， 半 与 以 前 所 得 的 
结果 相 矛 盾 . / / 

公理 e) 的 独立 性 可 如 下 雍 明 , 即 凡 不 利用 该 公理 而 能 推出 的 
一 切 公 式 都 具有 某 一 种 刘 基 性质 而 该 公理 却 不 具有 鹿 划 性 时 。 事 
实 上 ,发 我 们 把 各 公式 如 下 疏 释 , 朗 从 最 内 部 的 作用 区 域 起 , HR 
有 (x) A (x), (y) A (y) 等 形 的 部 分 公式 都 换 篇 (+x) A (x)V XVYXX， 


DAGI VX VX 等 ,各 榜 , 几 是 无 乱用 及 公理 e) 即 能 扒 出 的 每 一 


个 公式 都 仍然 儿 成 一 个 在 谓词 演算 中 可 以 推出 的 公式 .。 因 篇 , 称 
沉 这 个 多 换 合 ,公理 a) 至 d) 及 公理 旨 都 不 受 影 响 . 代 人 规则 a), 
藏 洱 规则 ,规则 7y2) 俩 改名 规则 6) 对 各 公式 所 作 的 连 系 仍然 有 效 . 
至 众 针 规则 YDE MER AE A 一 (x)B(x) E RE än 3 一 (x)3'(x) 
V XVX 的 公式 , 即 匀 成 一 个 可 推出 的 公式 .反之 ,公理 e) 即 
(x)F(x) 一 F(y) AR (x)F(x)V XVX>FO), 

近 题 然 是 推 不 出 的 ， 因 篇 由 它 的 前 件 的 凌 砍 性 可 推 每 Fly), HHR 
IRUNU a3) 作 代 入 便 得 Fly) ;因而 便 得 到 一 个 矛盾 . 

完 至 同 寝 ,如 果 不 把 部 分 公式 (x)A(x) 换 篇 (x) (x)V XVX， 


88 数理 选辑 基 Ge 


却 把 (Er) A (x) MF (Ex) U(x) &X& X, E PLA RE AA f) 69I or 
HED ARDRE ARUL. 

AERD ER E A ARRA Y1) 与 y2) 的 独立 性 .过 
时 我 们 把 公式 (AC) 换 篇 (x)A(x)&X& 叉 , 那 未 在 谓词 演算 中 凡 
不 用 y1) 而 能 推出 的 公式 都 构成 一 个 可 推出 的 公式 .但 整个 公理 
系 竹 所 能 推出 的 公式 (x) (F(x) VF(x)) 却 多 成 一 个 推 不 出 的 公式 
(x)(F(x) VE(x)) a Xa X. 着 榜 便 得 出 规则 7Y1) 的 独立 性 ， 潜 
把 (EDUC) 换 篇 (Ex)A(x) V XV 叉 , 同 样 地 便 得 出 规则 72) 的 独 
立 性 , 因 和 起 依照 过 个 释 换 , (Ex) (F(x)&F(x)) 便 儿 成 一 个 推 不 出 的 
公式 了 。 

规则 xl) 的 独立 性 可 如 下 得 出 ， 如 果 没 有 这 人 条 规则 , 划 含 有 个 
体 多 元 的 可 钵 公 式 只 能 是 具有 下 列 样式 的 公式 :: 

(DOUC) Aly); Uy EX)ACx): JAC) Alr); 
(Ex)A(x) (Ex)AUx); Let lte äer: (EXU ENA), 
EE 
Im SAAE e) O 具有 过 些 形 式 而 通过 其 傅 的 推理 规 
则 也 永 史 只 得 道 一 类 的 公式 ， 因 此 ,比如 襄 , 不 用 规则 ol) 便 不 能 

把 公式 (x)F(x) 一 (Ex)F(x) HEH. 

规则 a2) 的 独立 性 可 借助 於 下 列 的 甸 换 而 得 出 ， 试 考察 各 公 
式 内 的 放 鹿 多 元, 如 果 它 的 某 些 空位 处 被 个 体 炙 元 z 卉 充 , 便 把 访 
安 位 删除 . 例如 把 F(x,z) 构成 F(x) ,G(z) Së G 等 等 。 经 过 
证 榜 多 换 和 后 ， 凡 是 未 用 到 个 朵 儿 元 的 代 久 规则 而 作出 的 主 明 都 仍 
RERE.” 勾 因 各 公理 不 受过 个 释 换 的 影响 ,因此 经 过 过 
侦 炙 换钱 ,所 有 的 公式 , 只 又 它 不 必用 到 a2) 而 推出 的 , 依然 释 成 
可 推出 的 公式 ， 但 是 可 订 公 式 (x)F(x) 一 F(z) 却 被 半 个 多 换 多 成 


, 1) AA f) 的 独立 性 党 然 东 不 影 攻 到 下 列 的 事实 , DAREAK, FERN 
上 是 可 以 省 去 的 . 因 乱 ,我 们 可 把 (Exz)&I(z) 当 作 (z)g(Cx7 的 粮 乱 (参见 60 页 ) 。 
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一 个 党 然 推 不 出 的 公式 (x)F(x) 一 F( 道 丰 第 二 个 Ff 是 一 个 命题 多 
元 ). 

用 同样 方式 可 以 证 肯 改 名 规则 6) 的 独立 性 。 上 面 是 对 公式 
中 的 自由 个 体 炙 元 z 而 作 的 炙 换 ,现在 收 篇 对 和 约束 炙 元 x 而 作 , 同 
时 把 导 号 (z) 及 (Bz) 也 删除 ， 示 样 , 凡 不 用 改名 规则 所 能 推出 的 公 
式 亦 释 成 一 个 可 推 公 式 . 反之 ,可 推 公 式 (z)F(z) 一 F(x) 却 儿 成 
一 个 当然 推 不 出 的 公式 FoF (a), 

要 落 明 规则 a3) 的 独立 性 ,我 们 把 几 是 具有 (x)(x) OAG) 
等 等 形状 的 部 分 公式 ,只 要 它 含 有 调 蛮 岂 元 G, ERAR (A) 
VXV, VAO Vv XVX 等 过时 凡 不 用 规则 a3) 而 可 推出 的 公 
式 仍然 多 成 一 个 可 推 芭 式 ,反之 ,公式 (x)G(x) 一 G(y) 却 不 成 立 . 

苞 酒 规则 的 不 可 省 性 可 如 下 得 到 , 邹 如 果 没 有 道 个 规则 , 那 就 
AP AVS 形 的 公式 才 是 可 以 推出 的 公式 . HA, 所 有 公理 都 有 
着 种 形状 , 队 规 上 则 B) 以 外 的 各 规 旭 亦 都 给 出 下 样 的 公式 。 因此 ， 

比如 说 ,不 用 规则 B) 便 不 能 推出 公式 XV 六 了 ，。 


510. 公理 柔 统 的 完备 性 


我 们 在 第 一 章 ($13) 已 经 脱 过 ,一 公理 系统 的 完 储 性 可 用 丙种 
方式 来 定义 ， 在 加 强 意义 下 的 完 储 性 是 指 :如 果 把 一 个 以 前 推 不 
出 移 公 式 加 到 公理 去 后 ,永远 得 到 一 个 矛盾 ， 汶 过 诸 的 系统 襄 , 表 
Saanen 性 是 没有 的 . 篇 了 要 确 广 本 公理 系 蔚 的 不 完备 性 ， 

只 须 找 出 一 个 公式 ， 按 照 我 们 在 不 矛盾 性 的 苛 明 处 所 用 到 的 
Eeer EE EES 
Kon RS 

(Salt) eF). 

IR Ek SA ID , RAEE h E aleng IT af 
以 粗俗 了 , 因 篇 它 所 表示 的 断言 :“ 如 果 有 一 个 x 使 F(x) RI, A 
Ss De, F(x) RI”, 显然 对 不 是 普通 有 效 的 。 事实 上 , 如 果 
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个 体 域 包含 多 於 一 个 元 来 , 宪 不 是 对 从 任意 谓词 已 都 里 在 的 . 

要 左 格 形式 地 节 瑟 明 过 个 公式 不 可 能 由 本 公理 系 芋 推出 ， 可 
用 以 下 方式 . 

首先 ,我 们 葵 钙 一 个 过 程 ,由 宅 可 把 一 个 加 辑 公 式 科 成 只 舍命 
是 多 元 的 公式 . 相应 於 公式 中 每 一 个 自由 狠 元 我 们 都 加 一 个 全 各 
号 太公 式 之 前 ,因而 把 其 中 的 自由 多元 除去 ， 其 次 ,我 们 由 外 而 内 
地 作 下 列 的 猎 换 ” : 

(OAC) RAC) & (2)， 
CEDA AAA) V AQ), 
AmE J. 

ERMAR BA Ah aA F(1),F(2),G(1,2) 
… 等 命题 . 

所 有 有 过 些 不 同 的 售 题 我 们 再 换 以 (不 同 的) 命题 释 元 . 

我 们 今 断 哥 , 作 二 个 释 形 后 ,由 本 公理 系 和 统 所 能 推出 的 每 一 个 
公式 都 怒 成 一 个 (命题 演算 内 的 ) 永 车 的 复 合 命题 . 

我 们 人 先 就 公理 而 及 有 明 . 对 公理 a) E d) B, EER, AA 
aai KE, 229 GFF) 则 照 下 烈 方 
式 而 释 形 

(y) (CCz)RE(Cz) 一 PFCy)) ， 
((x)H(x)—*F(1)) & ((x)F(x)—F(2)), 
(F(1) & F(2)—>F(1)) & (F(1) & F(2)—F(2)), 
(A & B>A) & (A& LL—B). 
BREER. 
同样 地 ,对 公理 
F(y)—=>(Ex)F(æ) 


D 冰 训 工具 2 是 一 些 客 作 的 间 有 各 辆 . DE ERME ERAY Abt 
”我 个 假定 ,个 体 域 只 合 有 两 个 元 素 ,1 H 2. 


Or re zk ajA e ot 


A FARRE: | 
(y) (F (y)—>(Ex)F(x)), 
(FO) (Ex)F(x)) & (F(2)—>(Ex)F(x)), 
FI HP(1)Y F(2))& (F(2)—F<(1) V F(2)), 
(A—AVB)& (B—*AVB). 

演 同 榜 是 -个 永 鞭 的 公式 ， 现在 我 们 只 需 许 苯 明 , EAN e), 
B) ,y) ,6) ED IR, 

说 我 们 有 两 个 公式 ,其 中 第 二 眉 是 由 第 一 个 经 过 着 用 规 旭 xl) 
或 a3) 而 得 的 ， 那 未 在 购 形 后 所 得 的 两 公式 或 者 借 命题 演算 中 的 
代入 规则 而 联系 着 ,或 省 后 一 公式 是 一 些 公 式 的 合 取 ,而 每 个 合 取 
项 都 是 由 前 -一 公式 经 过 命题 演算 中 的 代入 规 旭 而 得 的 ， 至於 规则 
a2) 与 0) ,它们 所 联系 的 公式 绝 成 简单 的 重复 抄写 .如果 公 式 中 
不 出 现 有 客体 秋元 的 话 , 苞 涵 规 则 保持 原形 。 RARUA 
对 的 公式 中 含有 自由 客体 变 元 的 艺 ， 那 末 纺 可 以 用 置 僵 称号 於 公 
式 之 前 的 办 法 而 除 掉 ， 例 如 由 

Alr) 
Alx) B(x) 
B(x) 
而 每 一 新 规则 : 
(OAC) 
ADSD) 
C(x) Bx) 
除去 至 称号 使 我 们 得 
ACL) & AC2) ` 
SIKOR KEES EE 
B1) & B(2) i 

Zen BIR Denn, nb Rp h E H 
现 , 亦 可 同 法 不 理 . 
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CCGK RARI, TAREA 
u—B (x) 
杰 成 (如 果 拉 不 再 含有 自由 炙 元 ) 
: (x) AB Cx) ), 
(AB (1)) & (A>8B(2)), 
等 ， 而 ASB) E 
A—B(1) x B(2). 

RREA EECH ETC NEE wR ASA H 
IEG ,和 结果 亦 同 . AEREHE, RU Y) 中 关於 加 入 在 在 号 的 那 一 部 分 
亦 同样 成立， | 

因此 , 我 们 的 俊 指 出 了 ,经 迪 我 们 的 多 形 和 后 ,每 一 个 由 我 们 的 
公理 推出 的 公式 都 释 成 一 个 永 涛 的 复合 命题 


但 
(Ex)F(x)—> (x)F(x) 
却 没 有 道 个 性 筑 , 因 篇 宅 稳 形 篇 
F(1) VE(2)>F(1) & F(2), 
AVB—A&B, 


而 半 东 不 是 一 个 永 其 的 命题 演算 的 公式 . 

我 们 已 经 蘑 明 了 ， 就 加 强 的 意 闵 来 说 ， 过 公理 条 葬 不 是 完 人 入 
的 ， 我 们 要 间 ,对 40 页 所 提 到 的 另 一 个 意 闵 的 完 储 性 ,在 尖 庄 是 
否 成 立 ? 即 是 说 ,由 我 们 的 公理 系 迷 是 否 可 以 把 谓 说 菠 算 中 所 有 
的 永 鞭 公式 (依照 我 们 在 本 章 $5 开 首 不 所 作 的 定 闵 慎 ) 都 推出 来 . 
过 种 意 闵 的 完 储 性 写 却 是 具有 的 . 和 是 首先 由 哥 德 泵 倒 明 的 ,下 
ERPE HERIK”, 

根据 58 结尾 处 的 讨论 ,对 谓词 演算 中 每 一 个 公式 我 们 都 可 以 


z 1) Gidel, K.: Die Vollständigkeit der Axiome des logischen Funktionenka!- 
küls. Mh. Matb. Physik, Bd. 37 (1930). 
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SH) 18 RO REAIS, Ce dt vi DI D 因此 
REPELER, birä RES en oi Ah E eCTIR H AHE H 
P, 

设 

(Exi) (Ex) O1) (yD) Urs Xk; EEN 

Kann ARA 

SS. RME Izeg, d JN R D DEER Au E E 
PNRI A8 Linn Eil 是 可 数 的 , 我 个 可 最 熟知 的 方式 计 
B, 部 先 依照 指标 的 和 Gi t iz 十 … tio 的 大 小 而 排 烈 ,其 次 ， 
如 果 指 标的 和 相等 , HRR EAR EBE, 因此 可 排 成 下 面 的 一 列 : 
(xo ,Xo sxo) ; Cxoszas tax); (xox0s ,X19X0) nn, RAEE n 
个 k- EUES (zx Xn). 此 外 再 以 3, ERANA 

DC aa X{n—=1)l+13¥ (n—1)i+23 Xni). 

AE, ERAR, DIEA M AE A TAEL er TG 
不 相同 的 ;同时 亦 是 与 在 以 前 的 公式 e <a) PAE HRG — 
切 多 元 都 不 相同 的 。 反之 , 党 nl, Xn 却 已 经 在 
B (p<a) 中 出 现 明 了。 今 再 以 C, 表示 析 取 式 B, VBV VB, 
把 相克 检 所 有 自由 秋元 的 全 称号 优 於 公式 &, 之 前 ,所 得 的 公式 读 
SO. 现在 我 们 依照 下 法 把 每 一 个 公式 Ca 都 对 详 於 命题 演算 中 
的 一 个 公式 . 我 们 把 这 公式 中 的 每 一 个 基本 成 分 , 即 命 题 释 元 及 
以 自由 多 元 篇 灵 目 的 襄 鹿 秋元 ,都 换 以 命题 释 元 ,站 且 相 同 的 基本 
成 分 换 以 相 辣 的 命题 多 元 ,不 同 的 基本 成 分 换 以 不 同 的 谷 题 多 元 . 
由 C, 依照 过 法 所 得 的 命题 公式 记 篇 5E,。 显然 C, RS rt AIS, 
EHARA a1) 4, H E€, 可 以 得 出 C, 

RERE TAREE: 
TD ou en ENNER NEIER AR EE AR, 所 


以 只 要 原 公 式 是 永 诈 的 ， 相 应 的 斯 科 林 公 式 亦 必 是 永 总 的 ， 故 移 个 可 作 送 个 限 
a em. 


re 人 
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1。 存 在 一 个 ”使 得 C, 是 命题 演算 中 DIAS 

2 。 不 存在 一 个 ”使 得 E, 是 命题 演算 中 的 永 趴 公式 . 

我 个 将 证 : 

(A) 如果 是 第 一 情形 , 则 

CEx (CBExt CY) CY) UKs RY Y 

ASPA h pR aR RAJDE RAHE. 

(B) 如 果 是 第 二 情形 , 则 所 途 的 公式 不 是 永 时 公式 , 因 篇 可 以 
答 出 一 些 以 自然 数 篇 个 朵 域 的 谓词 ， 把 它们 代入 该 公式 的 谓词 科 
TRR ,每 出 一 个 修 命题 . 

由 对 两 旬 谷 待 证 有明 的 定理 ,我 们 先 作出 下 列 的 推论 : 

谓 鹿 洲 算 的 每 一 个 永 黄 公 式 亦 是 可 推出 的 ， 即 丰 我 们 的 基本 


公式 3 D RE, 规则 al) 至 a3), ges 所 组 成 的 公 RERA 
"CN Kë 
了 下 一 公式 在 自然 数 的 个 体 域 内 《或 随便 另外 一 个 可 数 无 器 


IO WARK, EN Au REFE H PR H RR Ral A TG BE ER LAE AA 
的 数论 ; anii, 又 把 其 中 的 自 由 客体 缕 元 代 以 碎 定 的 数目 时 ， A 
GE HRE KRAE EERE A E A A 
的 ， Dt EH 

GE IR E EE EE 党 作 推 荐 而 得 出 的 ) 可 以 更 简 罩 
地 另行 证明 ,和 写 是 由 累 文 度 首 先 证 有 明 的 

现在 我 们 对 断 首 (A) 及 (B) 加 以 东明 .人 先 以 (A) 的 车 确 性 . iS 
发 名 於 某 一 个 >，G。 是 一 个 美的 命题 公式 .。 因 篇 6， ll €, 使 用 
规则 xl) 作 代 而 得 , 而 D, 是 由 C, 使 用 规则 yY) 而 得 ， 所 以 我 们 
只 须 如 明 , 洗 於 每 个 ,以 下 公式 

Gd TESCH EK ITT 


1) Löwenheim, L.: Uber Möglichkeiten im Relativkalkül, Math. Ann., Bd. 
76 (1915). 在 本 意 58 结束 上 处 所 引 1 的 Skolem HJAAE P ët FER RNET Æ 
oUnI, 
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AE aA RA PR AA A AERA (RIE OT AHE H ERREA 
FRM T —— RER). RAREN n depp. D 具有 以 下 
形式 : 
(xo) Cxi) xi) Axo TH EECHER 
车 多 次 使 用 公理 有 与 规则 V 我 们 可 以 推出 以 下 公式 
CIE EE 
> Bel: (Ex) W) Cy Ux es mars: al, 
HEERA E f 
COREPER IENT “20:Y13 T ) 7) 一 
(Ex) e Ex) OD TEE TE TEE EAR 
叉车 多 次 使 用 公理 e) EECHER 
直接 可 得 ) ,我 们 可 以 推出 以 下 公式 
Dy ODAC, "20 Yis t] EP (Z) 
由 ( 甲 )( 乙 ) 再 用 规则 VV 可 得 
DEx!) WW (Expr) (y) e CPE IETT XR YL" EI 
[AERE E n = 1 时 已 成 立 一 一 译 者 ]。 车 把 6, 中 所 有 的 xi Si 
Hafo z;, 所 得 的 公式 暂 记 篇 6s.， Ch 具有 形式 
D. vs Eng ZCG ns Seil, 
由 命题 演算 中 一 个 永 蜂 公式 [ 译 者 拨 , 部 (C 一 4YB) 一 (CC&4 一 B)j 
作 代 入, 可 得 公式 
Get Alen y Znaki Sta OC "a Sail. 
EE EES Ale E 
D, & Ci- ACen Sat Zlati Sail, 
再 经 过 多 次 使 用 规则 Y1) 及 6 又 得 
Dp & Cha (y) Dach lte Sanne Nd, 
经 过 重 被 使 用 公理 f) WRA V 可 以 证 明 
(yy A zn e Zap: Mia" sy) > 
m (Ex) e (Ex Ya) e ODAC t TEE AE 
t 


EL k mN E HH E SS 


HR ENARE MARN V 可 得 
D, & C? Late, (Exx) (y1) n. KIT RVI ER 
BS (4 & 8 一 C) 一 (A 一 BV C) 是 命题 演算 中 的 一 个 永 凌 公式 , 因 

此 由 最 后 一 个 公式 可 得 
DCi- VS, 
BASERA, US 表示 
(Exi) (Ex) Cy1) °° (Cy) Ux1s ,XR Yi 1). 

再 经 过 多 次 温 合 应 用 规则 Y1) W 3) 以 及 公式 Gei Œ (x) Vv Ai 
一 (x)F(x) V4, 我们 便 可 由 上 公式 得 出 9, 一 9，, VS。 我 们 本 来 
TER GEARR, BREDT D.S 的 ， 那 末 依 照 命题 
E RTE HRILA ADAFE D, oS 来 . SE ARARA DÉI Sp SET RÉI ASS Ge 
成 了 . 

现在 再 一 明 (B)。 假 发 6。 中 没有 一 个 是 命题 演算 中 的 永 鞭 公 
式 。 需 了 使 下 女 能 够 适用 起 见 ,我 个 还 要 对 命题 公式 €, 给 出 一 个 
其 篇 特殊 的 形状 。 C, 本 是 由 GE。 依 下 法 而 得 出 的 , 即 把 e. 中 出 现 
的 洒 本 成 分 ,只 要 雍 们 是 一 些 谓 鹿 多 元 ,其 狠 目 在 系列 x0,x1,x2，… 
之 中 , 便 换 篇 命题 杰 元 ， 我 们 今 罗 定 ,过 个 命题 多元 的 棕 换 须 如 下 
地 作出 H EI F(xo) Zell Bes Po? F(x1) 换 以 Lët G(x13%23%3) 1% 
以 Gas 等 等 ， 每 一 个 公式 e, PRES C 中 所 有 的 命题 秋元 
外 ,有 还 有 其 它 新 命题 变 元 。 我 们 设想 在 所 有 C, 中 出 现 的 命题 秋元 
都 依照 某 种 方式 加 以 计数 ,因而 可 以 说 到 第 一 个 命题 炙 元 ,第 二 合 
命题 继 元 等 等 . 得 种 计数 法 东 须 如 下 实行 ,首先 按 某 种 方式 计数 
C, 中 的 命题 多 元 ,其 次 计数 6s 中 新 出 现 的 命题 秋元 等 等 . 

因 和 起 没有 -一 个 5; 是 命题 演算 的 永 鞭 公式 ， 因 此 在 每 一 个 En 
中 出 现 的 命题 秋元 恒 可 过 样 地 代 以 鞭 假 值 ,“ 甘 ”或 “ 殷 ”, 使 得 e 
多 成 一 个 假 命题 . 依照 前 面 在 命题 演算 处 的 用 语 , 我 们 说 冯 些 甘 
Diese, 的 一 个 满足 示 。 对 从 每 个 ,当然 只 有 有 限 个 不 同 的 满 
足 系 ;但 整个 说 来 却 是 无 口 多 个 , 因 篇 相应 太 不同 足 码 的 公式 GE。， 
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其 满足 系 当 然 是 不 同 的 . 

将 然 泛 些 无 穷 多 个 命题 爸 元 中 的 每 一 个 ， 我 们 都 唯一 地 对 应 
以 “和 次” 或“ 假 ? 值 ， 如 果 第 一 个 命题 克 元 在 无 圳 多 个 久 足 系 中 都 被 
REIRA EE EC 
"289 WEE E Ria är En RIt A, Di Er 
HERS. ERRE dng E LU RRE E ACTEUR kt 
Spur. TRESHE R E. re, mz Rëm 
zm bräiE 2IERE . 2ImM E De WE E, IRANE 
TREA Me ann. 

现在 , Sid Et A, Dit rer Me pig . BRAN C, ES 
ARTEA? 现在 我 们 定义 一 些 数 论 谓 说 ， 宅 们 就 是 将 来 用 以 代 
A Wen anniguerr: vil 中 的 谓词 多 元 感 的 。 例 如 , 设 半 中 出 现 有 
一 个 三 项 彰 词 多 元 F(, ,), 那 末 在 C, 中 便 出 现 有 命题 释 元 Pin、 
我 们 邻 如 下 地 定 闵 所 对 话 的 数论 请 说 $, 朗 对 认 任何 自然 数 ,@(p， 
qor) 所 取得 的 车 假 值 永 带 是 Frar 所 对 应 的 值 。 因此 每 一 个 谓 说 
炙 元 都 和 一 个 具 有 同样 空位 的 数 窒 请 鹿 相 对 应 .现在 ,车 在 公式 

(Ex1) e (Exx) (y1) se. (y1) U(x1, "NR ZE Wée EM 
中 ,把 自然 数 作乱 个 体 域 ,而 把 其 中 的 才 彰 侈 元 代 大 以 刚刚 定义 的 
数论 裔 前 , 那 末 我 们 便 容易 看 出 , BERA, BAAR 
命题 , 亦 序 公式 : 

(x1) e Cx) (Eyi) e Uwe xR ze vm 
am DIER DS Sins, En Län, 
TT E EE EECH 

Ilni, THEN + 1i, al) 

Ga El rt AA a TERREA 4k 6, 的 最 来 


1) 注意 6s H CoV Be, DH Ge BRERA, WE Ooa BE, S Ca th 
IG, 
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Sal Gr Oe EE 
Steeg KAER AEA kA, dé 

, Cr) e Cek) (Ey) e (EYD Axs yk yy 
HATIR RERE. AGERA T. 


UL. 由 和 给 定 的 前 提 所 鸭 出 的 推 诊 : 与 孙策 公式 的 天 全 


上 面 我 们 对 谓 蛮 证 算 只 用 以 推出 永 站 公式 .我 们 的 推理 的 前 
提 , 即 基本 公式 a) EN, RIERA MRR ER. 现在 我 们 
想 用 一 些 例子 来 说 明 谓 词 演 算 中 的 一 般 形式 证 有 明 方 法 ， 在 建立 我 
个 的 公理 以 前 ,天 种 方法 是 无 法 详 罗 计划 的 ， 我 们 更 诗 论 的 是 :如 
何 由 一 些 任意 的 前 捉 , 不 必 具 有 和 纯 玩 辑 性 质 的 , 道 出 一 些 推论 . 
在 这 些 前 提 中 ,不 但 有 各 种 秋元 ,而 且 还 有 I9HoUe Së SES 


EK 作息 个 别 的 请 前 的 记号 ， gemat LE 希腊 字母 或 者 


DA 拉丁 字母 后 面 跟 以 小 祝 SE EA 的 组 合 ,如 St, Ms, 
De 等 ， SESCH CR ， 则 用 数学 上 所 熟知 的 谓词 Kë <,>,= 
等 等 。 在 $4 中 所 引入 的 公式 这 个 概念 须 作 相 应 的 推广 . 

Bir Gg enn RE Ap DIE DI er e TF, AE TER E 
ADERAREA a) RO k, Te 
对 它们 便 根据 推理 规则 a), B), Y), 6) 而 作出 纯粹 形式 有 运算. 推 
SEJ x2) 须 加 推广 ， 合 每 自由 客体 秋元 可 以 被 个 别 客体 有 的 记号 
PERA. 

ZC JD E e HARPA, i—i nr. VG Wë 
EE EE EE 
rm ek . BEE Ku Sean vir. Zum Soe E 
Diät o HE ASTER op by En. AATRE H S S RSi 
Än ër pp RT. ARRP RARA op E pn Ia pg l 
元 Sëoiëm SC OS E DU SEIT vU. A e) A f) 
28 ek br UD 8 6 ep eng ee EN. PAA A A IER 


apiri 
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MET DEIRI RE E H A bp, AE kra Glen Ip 
HFRS EARR, RK AES RR OU Rés a A E 
一 的 一 个 个 体 域 的 情形 . 

首先 ,我 们 答 出 一 些 简单 的 例子 . 

作 需 第 一 例子 是 以 单 称 制 断 作 篇 前 提 的 一 个 三 段 花 ， 这 类 的 ` 
三 段 论 基教 科 书 上 熟知 的 例子 : 

“所 有 八 都 是 要 死 的 , 嘉 尤 斯 是 八 ; 所 以 嘉 尤 斯 是 要 死 的 . 

在 油 命 题 中 出 琨 三 个 个 别 记号 .“ 八 ”与 “要 死 的 ”相应 於 责 个 
BR Ms(x) 与 Si(x)。 宅 们 共同 所 属 的 客体 类 可 以 算是 生物 . 第 
三 个 个 别 记 效 是 固有 名 词 嘉 尤 斯 ， 两 个 前 提 写 成 公式 时 便 是 : 


(x) (Ms(x)—7Se(x)), 
: Ms( 嘉 尤 斯 ). 
若 对 公式 
(DFF Cy) 
作 代 大, 我 们 可 得 
(x) (Ms(x)—>Sttx)) > (Ms (Cy) St(y)), 
其 次 再 得 


(x) (Ms(x) 一 SiC(x)) 一 CMs( 训 尤 斯 ) 一 Sz( 嘉 尤 斯 ))， 
Ms( 嘉 尤 斯 ) 一 SC 嘉 尤 斯 ) [用 规则 B) ]， 
Sz( 嘉 尤 斯 ) [用 规则 有 ) ]. 
最 后 一 公式 便 是 我 们 的 结论 名 高 尤 斯 是 要 死 的 的 符号 表示 ， 
我 们 再 给 出 两 个 数学 推 花 的 例子 . 首先 ,我 们 讨论 下 列 的 虽 
人 何 推理 : 
o, 释 明 两 个 不 同 的 点 至 多 有 一 直线 
Ke: We e EE, 
ARH H pn län T: PEER Ay): Te Eu ET, E 
DS en R e ter BUS A. 甚 欢 出 现 有 有 相生， HERA 
词 , 它 是 恒 等 性 谓词 三 (x vi 的 否定 。 站 谓词 的 空位 斌 可 指点 世 
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可 指 直线 , 当然 , BM R RO EARE ERS. 
答 了 清楚 起 见 , 我 们 把 堆 指 点 的 色目 用 小 窒 拉 丁字 和 母 表示 ,而 专 指 
直线 的 释 目 则 以 大 写 拉 丁字 母 表示 0.。 EE E 
W. 前 坦 可 用 符 跷 表示 篇 : 
Lei OHE C ,y)— (EG) (EH) {=(G,H) & A(x,G) 
& Alx, H) & ACy,G) & A(y,H) 1}. 
BEMI 表示 篇 : 
(G) (H){E(G,H)— (Ex) (Ey) [Œ (x,y) & A(x,G) 
& Alx, H) & AG, G) Ais, HOI. | 
篇 简 短 起 网, 我 们 把 
Alx, G) & Aly,G) & Alx, H) & ACY, H) SD Alx, y, G, H). 
再 利用 记号 一 的 定义， 我 们 便 可 把 前 提 和 句 鲜 断 语句 写成 下 烈 的 表 
RIN: 
OOE ly) v (EG) EHLE, H) s A(x,y,G,H))) 


一 


及 
(G) IE (x,y) V (Ex) (Ey) {E(x,y) & Ax,y,G,H)1). 
CH — ARRERA E ERR, RAEE 
HRES EA 
(x) {Ex y (C0) (CH){E(G,H)V A(x,yY,G,H))), 
(G) (HE (G,H) V (x) O) [三 (xy) V dUCx,y,G,H)1)}. 
车 把 这 两 表 过 式 多 成 秀 式 , 便 得 
(x) O) CG) CHAE C ai V (EGH) VY Ix,y,G,H))), 
(GO Hx) Caisse. HIN (三 (zy) VHCx,y,G,H))). 
HERR RRETA m, 断言 是 可 以 由 前 提 推 出 
的 ， 因 需 , 如 果 对 其 中 的 析 取 式 应 用 结合 律 与 可 换 律 , 针 其 中 的 全 
pat ei ER DU. Mk GHEET FIRR 


D) 送 奏 不 更 与 命题 秋元 相 渴 . 


SES Messeng Léi 
们 亦 看 见 , 反 之 ,由 巍 车 句 的 凌 雄 性 亦 可 以 推出 前 提名 的 鞭 雄 性. 

责 个 个 体 域 的 同时 由 现 可 用 下 列 方 法 加 以 免除 ， 通 方法 可 以 
庆 用 太一 般 情 形 , 那 是 不 用 特别 和 说 移 。 我 们 可 建 基 於 叭 一 的 一 
个 侦 朵 域 ,由 点 与 直线 组成 的 , 臣 引入 十 个 个 别 齐 词 I(x), 妇 x 是 
一 点 ;及 T(x) , 即 * 是 一 直线 。 就 我 们 的 例子 导 ,前 提名 可 以 写成 

Gei (y I(x) & T) & x,y Ez) (Eu) {T(z) &T(e)e 

& =z,u) x Ax,z2) & Alx,u) & Aly,z) & Aly,u))]). 

Brent eise, 

数学 推理 的 第 二 个 例子 是 : 我 们 想 恕 上 朋 大 小 天保 的 可 侍 性 . 
过 个 定理 ,了 写 可 表 成 以 下 公式 

<(x,y) & <ly, z) —<(z,r), | 
温 本 是 我 们 早已 熟知 的 ， 但 着 豪 我 们 却 想 在 度量 论 的 意义 上 来 计 
w. 我 们 设想 谓词 之 (x,y) 中 的 空位 乃 专 指 一 些 确定 的 量 的 ( 例 
如 线段 长 度 或 正 测度 ) , 甘 把 着 谓 词 从 量 的 加 法 而 尊 出 . 我 个 引信 
HI @(x ,y,z) RTEA Bm y 后 便 得 (或 考 算 入 地 寓 
篇 "x 十 ?一 2)。 借 助 论 过 个 调 箭 可 把 之 (x,y) ERR 
(Eu) (x ,wu,y) 

(“有 一 个 w nl, nv", 

如 果 把 症 定 闵 代 和 我 们 的 萎 早 内 , 宅 便 多 成 下 列 形 次 

(Bee 1 oe, Al & (En)Dly, nu,2) I— (En)@ (x,u,z). 

如 果 量 的 加 法 适合 下 列 两 个 假设 ， 那 末 我 们 所 计 论 的 定理 僻 
aAA: 

L “RABE AA” , Ep 

(Ez)ØCz 7)z) 。 
2.“ 对 放量 的 加 法 结合 律 成 立 : 
rx (y+z)= (rty) t”, 


IER Kei Oyz o) & Olu, z,o) Late. e, w) e 
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站 两 侦 假设 都 已 表 成 能 式 , 不 过 却 合 有 自由 的 元 。 如 果 我 们 

把 断言 也 表 成 秀 式 , 写 便 释 成 以 下 形式 : 
Cu) Lei Ew) (ët) NV Ënne) VB(zymyz))。 
亦 可 写成 
(u) Cu) Ew) (Cx, uy) & Oly v z) D(x,w ,2)). 

EASA HIKE TAAA ARFER HEH. 

EIR OS, M ERRIRE IEE: 

l. (Ew)®B(n,v,w) ? 

2. (tel Burvw) x ly vsz))—>0(x,w,z). 
若 对 第 二 假设 实行 35 真 的 规则 VI, EDER 

dE end EC uy) & AE vz) Dx ,wz2)]. 
磨 用 相应 於 公式 (34) 的 规则 由 宅 可 推 得 
(Ew)Ọlu v, mw (Ew) [Bx uy) ër Lan, ellene es ell. 
因 篇 现在 已 经 假设 (Ew)$(u,v,w) 篇 芙 ,从 此 又 得 
(Ew) Lë za.) & Øy v Sale, e, si), 

WRA Y EARE u), Co) MERE, REES AR A 
KET. 

WERAMERA h PRA RRE E, MEJAH 
的 方法 有 其 主要 的 麻 用 ， 例 如 如 果 要 对 随便 一 个 科学 贪 域 找 出 其 
基本 命题 或 公理 ， 甘 由 窟 们 而 把 其 饼 的 命题 作 篇 推论 而 霜 出 时 . 
.我们 鞭 至 可 以 膏 ， 公 理 系 煌 过 个 概念 只 有 在 现在 和 过 个 时 候 才 算得 
到 避 格 的 精确 处理 ; 因 乱 所 谓 完全 公理 化 不 但 要 建立 公理 ,而 且 逮 
要 和 欠 出 一 些 逮 辑 工 具 , 以 使 由 公理 至 新 定理 的 订 明 成 篇 可 能 。 至 
从 下 列 冲 个 问题 ,内 容 上 说 麻 该 是 公理 的 推论 的 那些 定理 ,是 不 是 
全 都 可 以 用 形式 推理 方法 而 由 公理 推出 ， 我 们 将 在 本 段 之 来 加 以 

凡 能 锡 在 狄 义 演算 箔 围 之 内 表述 的 公理 系 芋 ,可 以 分 成 责 类 . 
其 公理 中 不 合 有 谓词 秋元 而 只 有 个别 的 襄 词 的 (上 所谓 公理 , 交 契 以 
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及 今后 ， 痢 只 指 用 以 列 划 所 诗 芥 的 秆 域 的 那些 开始 公式 ， 芷 不 指 
$5 中 所 述 的 玩 辑 基本 公式 , 那 是 任何 公理 系 狂 所 必 有 的 户 时 做 第 
一 层次 的 公理 系 狗 . 如 果 在 公理 中 超出 现 有 有 命题 多 元 ,我 们 使 说 
它 是 第 二 层次 的 公理 系 鞠 . 唯一 的 例外 是 关於 屋 等 性 公理 ,如 朵 我 
但 把 虱 等 性 过 个 谓词 仍 用 记号 三 表示 ， 那 末 过 公理 便 具 以 下 形式 
三 (xxz)， 
x,y) FX) Py)) 

(在 繁 顾 到 内 容 的 那 种 公理 化 中 , 这 些 公理 龙 乎 是 删除 的 , 内 篇 它 
RAIDE ER. 套 见 第 4 章 8$1). 着 中 在 第 二 个 公理 中 出 现 
有 谓词 秋元 。 健 管 过 样 ,如 果 一 公理 系 芍 中 ;只 在 屋 等 性 公理 路 才 
出 现 有 谓词 多 元 , 我 们 仍 算 它 是 第 一 府 次 的 . 其 理由 在 於 , 第 二 
依 恢 等 性 公理 ,每 当 它 在 贰 公理 系 攻 内 使 用 上 时 , 永 下 可 以 用 痰 月 
词 爸 元 的 公理 来 代替. 事实 上 , 过 个 公理 可 用 下 烈 公 理 代 和 巷 ， 印 
根据 规则 a3) 而 把 三 代 以 在 蔽 到 理 系 攻 内 出 现 的 个 别 谓 词 后 上 所 符 
的 公理 ， 以 及 表示 慑 等 性 请 前 的 对 称 性 及 可 倩 性 的 公理 ， 例如 ， 
EE EE AER SUE @( ) RYG), BREATHED 
TEL 
(xx), 

(x,y) >=), 
Li 0 ) = (xz) ， 
(r> PB) 

Cenas ee ASEE 
BERTA ,Xz,y)), 
其 余 情 形 北 此 . 运 种 可 代替 性 的 腾 格 性 明和 吉野 省 略 T. 

克 於 第 二 层次 的 公理 有 皮 亚 主 的 自然 数 公 理 系 和 统 ， 因 篇 示 震 
完全 育 粹 法 公理 时 ,使 用 一 个 调 鹿 物 元 是 必要 的 . EE 
(Zermelo) 原来 形式 的 和 集 论 公理 系统 , AAE DEA (Axiom der 
Aussonderung) 中 出 现 了 谓词 秋元 如果 我 们 把 其 中 的 连 敌 性 公理 
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RERIT, BEKAR RAA ARER DER, 
IJRA See DC, 

下 列 的 问题 是 一 个 根本 的 问题 : 在 一 个 科学 什 域 内 任 葵 一 个 
MEE 的 命题 ， 是 否 可 以 决定 它 是 一 些 公理 的 推 8 SES, 

, 我 们 将 伍 明 ,者 个 问题 可 以 化 鳃 需 纯 谓 刘 演算 的 问题 , 序 45 
所 建立 的 只 含 良 词 秋元 及 个 体 释 元 的 萄 算 中 的 问题 . 因 篇 ,一 命 
题 能 否 在 一 公理 箔 中 避 苍 地 推出 的 问题 可 化 由 篇 和 祁 请 词 演算 中 
某 一 个 公式 是 否 永 跨 的 问题 ， 不 过 过 只 党 该 系 秘 是 第 一 在 次 的 才 
成 . Weg AGRE PA JB E BATRA. 

e A KRAER a ERR A RR, AAF 
anama 趣 的 结果 , 即 特 殊 帕 斯 加 定理 (Pascalsche Satz) CE Æ 
不 用 连续 性 公理 而 建立 比例 论 的 过 程 中 起 着 重要 的 作用 ) 不 可 能 
只 由 精 合 公理 ,次序 公理 及 平行 公理 而 推出 .现在 所 想 薄 朋 的 是 : 
幅 斯 加 定理 对 於 所 谣 的 公理 系 和 社 的 不 于 有 启 性 是 和 入 请 词 演算 中 某 
一 个 公式 的 不 可 推出 性 是 等 价 的 . 

首先 ， 我 们 要 把 所 讨论 的 公理 以 及 特殊 由 斯 加 定理 在 我 们 的 
演算 中 作出 表示 , 而 且 只 用 一 种 个 体 域 . 有 归 和 避免 多 个 个 体 域 , 过 
到 我 们 不 用 上 面 提 到 的 一 般 态 法 ， 而 用 另 一 个 特别 通用 於 我 们 的 

例子 的 方法 . 我 们 只 须 不 引入 点 入 直 线 间 的 基本 并 保 ( 点 x 在 站 
{y Le" 点 x,y EERI L ) 而 引信 三 点 间 的 髓 保 Ger(x,y ,x) 
(raf zx 在 一 直线 上 ”). 同样 我 们 不 用 歧 与 平面 间 的 基本 关公 
而 用 四 点 癌 的 天 保 E6(x,y,z,u)C'x,y,z W u ZE DI EU". 

除 这 两 谓词 外 还 须 加 入 层 等 性 天 保 三 (x,y) ARN BAR 
Zwlax, yz) Cx NHS y Rz ZE). 

AEDH A KENARA a ERA HRR T E rn DI A 
理 以 及 帕 斯 加 定理 都 表 成 名 辑 公 式 。 重要 的 一 菊 是 ,在 这 些 公 式 
中 我 们 用 放 公 称号 於 前 面 的 方法 而 避免 自由 客体 多 元 ,例如 ,以 下 
公理 “通过 十 点 只 有 一 人 条 直线 可 表示 篇 以 下 公式 
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Lei (y) Ce) (v){ [Gerlx an) & Ger(x,y,v) & = (x ,y)& 
& = (u,v) J]—Ger(x ,u,v)}, ` 
WS. "An x,y S u EERE, age EERE E rR 
H yx RH v, BR xu No DEERE”. A. kik P 
A —-MARR , REMES E 可 表示 篇 以 下 公式 
(x) Cy) Ce) Cu) Co) Cw) P LEb Cx y, z p) & Eblu,v, wp) )— 
一 (Ed) (Œ (p,q) & Eb(x,y,2,4) & Eblu,v,w,q))}. 
六 平 面 上 的 次 序 说 来 很 篇 重要 的 公理 .:“ 如 果 一 三 角形 所 在 的 平面 
LA-A AER, BRETA ESAE R 
中 相交 ” EARE FARA: 
Gel La) C) (u) Le) {LEB Legal & Ger(x,y,z)& 
& Zwlv,x, y) & Ger (x ,y ,1) & Ger(z,u,v) ] 一 
— (Ew) [Ger(u;v,w) & (Zwlw,x, z) V Zwlw,y,2))1). 
BRIA BATE Ger 与 Eb FERETE E PIRI TEE 
表 韦 出来. 因此 我 们 必须 建立 公式 
Lei Cy) (2){Ger(x,y,2)— (Ger(x,2,y) & Ger(y,x, 2))), 
HS Eb 的 相应 公式 . 恒 等 性 关 傈 的 : ES 同样 亦 须 党 作 公 理 
而 表述 : 
(x)(y) (三 (xy 一 三 (yxz))， 
(xz) 三 (xz) ， 
(x) (y) (zj{ 三 (zz) & 三 (yo 一 三 (xy)}， 
(x) Cy) Ce) (x){ (Ex,u) & Ger(x,y,z))—>Ger(u,y,z)}, 

(x) (y) C) G) (UExr,0) EEC yz u) ) Ebwy, zz) }, 
(xz) (y) (2) (wu){ (Er,y) & Zw lx us)) Zw yu,2)), 
DOVE) GEC y) & Zw ux,2)) ZW lu,y,z)}. 

简 面 四 个 公理 乃 表 示 , 在 我 们 所 讨论 的 各 天保 中 , 恒 等 的 事物 可 以 
彼此 替换 . 
现在 我 何 设 想 把 一 切 窟 成 公式 的 公理 用 记号 & 连 成 一 个 公 
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zb, "Eege ul, Ger “Zw” , EE re ERI — EEIE , 
WERNER, EEA J RME. 2AE R, 
我 们 把 过 个 公式 窟 篇 
JIL, Ger, Ze, Eb). 

DE Dër DDR e, Oe et Bn 0 Ce Si 4BC ABC 
T EHZ RKE L.S EE DC RE RS HR, An 
BC’ FFH CB’ ,CA' PITH 4C', 则 AB’ 亦 征 行 於 B84'. SBAB 
理 双 可 表 成 一 个 玩 辑 公式 ,其 中 只 出 现 谓 番 " R Ger”. 我 们 把 
Aë ES PE, Ger). 

上 面 所 谣 的 断言 是 ,出 

ACE, Ger, Ze, Eb) 
不 能 发明 
DI, Ger), 

Zr ell Eii H. Ger, Zo, Eb Diir mu SR 
E EE SEN 
DIS. GEI Pk) a RE RS OCI. 

Di ERRIPA, Dä i2 (E e enden ir LI DO IR GR aleet 
当然 具有 相同 的 网 目 ， 

F(z :GCCz yo Hlxyy,2): 天 (zyyz3z) . 

幅 其 加 定理 的 可 生性 等 於 膏 ,对 座 随 意 四 个 着 榜 的 请 词 f,G， 

H ,K: t EPHE 
AF,G,H,K) 
SS. DIr. GC) gp. Dim 
AFG,H, KBPF,G) 

基 -- 慢 永 划 公式， 因此 , 则 题 在 座 语 阴 ， EE FERR. 

mE, HF iBEE RI EE RAE a AA B RA 
麻 的 谓词 演算 的 公式 ， 使 得 着 侦 命题 篇 旨 何 公理 的 推 葵 沉 旦 仅 党 
过 个 还 辑 公式 篇 永 惧 时 . 同样 地 ,不 予 盾 性 问题 亦 与 某 一 个 公式 
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Dik KE RR. 例如 ,由 公式 
A= ,Ger,Zw, Eb) 
Pr AELE RS BEE A A ER E RS SS SEERA TRA 
OCH. CHE: 
是 否 一 个 永 里 到 \ 式 的 问题 . 

我 们 遂 可 以 说 ， 第 一 层次 的 公理 示 获 的 每 一 个 推论 都 可 以 借 
Dn: ES 开 首 所 表示 的 形式 失 理 过 程 而 和 f 33l. 因 有 $ 表 示 送 命题 能 
绚 由 公理 推出 的 那个 公式 是 URRAK, 依照 S10 EE E 
OR De e NEE ZRA iA RI, AA AR RE A 
azmak T. 

如 上 面 所 说 ， 我 们 过 囊 所 作 的 注意 ， 即 一 命题 能 锡 由 某 一 公 
理 系 攻 推 出 半点 与 谓词 演算 中 某 一 公式 的 普通 有 效 性 相等 价 ， 通 
RER- EKSERE. ”就 第 二 层次 公理 系统 来 倍 , 亦 有 相 
似 的 关 傈 .不 过 相应 的 永 凌 公式 却 不 再 能 多 在 狭义 谓词 旋 算 中 表 
示 , 它 是 属於 第 4 EART in pi WE CR le D DÉI. 


512. Dë Rp se 


(ig — priis ze ot leur SU RS kr emt: Sin JN 
已 答 的 谓 宰 演算 的 公式 ， 辨 明 宪 到 底 是 一 个 水 吐 公 式 或 十、 根据 
$5 所 作 的 定义 ,一 公式 的 永 引 性 意 指 到 公式 将 蕉 每 个 个 体 城 的 普 
速 有 效 性 .因此 我 们 亦 把 写 称 做 一 公式 的 普通 条 侈 性 问题 Se 
众 些 ,应该 说 对 每 王 个 个 体 域 的 普 尖 有 效 性 问题 .根据 $10 的 讨论 ， 
SR le D rb DÉI ah Det Rn $5 的 公理 系 炉 所 能 推出 的 公式 . 
但 各 个 事实 对 於 普 融 有 效 许 半 题 的 解决 泪 没 背 帮 助 ， 因 篇 我 们 兹 
没有 一 个 普通 的 审定 法 来 决定 一 公式 是 否 可 以 遵 出 . 

悦 有 一 个 纯粹 请 词 演算 的 公式 , 序 其 中 不 含有 个 别 的 记 锅 ,如 
果 我 们 把 其 中 的 命题 秋元 代 以 四 或 e eH ASRR As 
以 某 一 个 个 体 域 内 所 定义 的 特殊 训 词 ， 叉 把 其 中 的 自由 客体 狠 元 
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(EE EE NEE Ee E 
个 体 域 户 是 可 三 足 的 .如果 我 们 只 如 一 公式 是 可 满足 的 而 不 更 说 
知 地 指 出 那 - - 域 , 便 意 指 有 一 个 个 体 域 在 其 中 它 袖 满足 。 如 果 一 
WA AEE- -个 个 体 域 内 不 是 普 沁 有效 是 , MRAR ERRA 
是 可 满足 的 ,反之 亦 然 。 因此 一 公式 % 的 普 到 有 效 性 与 N 
足 性 直 截 地 篇 正殿 反 的 天 保 . 
对 过 两 个 彼此 等 价 的 问题 ,普通 有 效 性 与 可 满足 性 ,我 们 常用 
一 个 公共 名 稀 , 叶 做 疾 闵 请 Pas Ehl 问题， 根据 $11 所 作 
的 注意 ,我 们 有 理由 把 它 当 作 数 理 肖 辑 的 主要 D 题 看 待 . 
我 们 邻 把 普 台 有 效 性 与 可 满足 性 的 概念 用 一 些 例子 加 以 襄 
明 . 凡 能 狗 由 园 辑 公理 推出 的 一 切 公 式 , 例如 $6 的 公式 (21) 至 
(36) 都 是 普 过 有效 的 . 普 吾 有效 的 公式 当然 亦 是 可 满足 的 。 公 
n | d 
(Ex)F (x) 
不 是 普通 有 效 的 ,但 是 可 满足 的 . 我 们 只 和 须 随意 挑 哆 一 个 个 苯 域 
而 F ADEREN RA CES ERT. ERRARE- 
所 有 客体 都 成 立 ， 因 此 又 得 :公式 
(x)F(x) 
WETE. HEK 
(x)F(x,x) & (x) (Ey) F(x,y) 
是 可 满足 的 ,我 们 只 须 取 整数 作 篇 个 体 域 而 对 F(x,y) MRAR ii 
zc 便 成 ， 但 是 ,例如 
(Ex) (y) (F(x,x) & F(x,y)) 
却 是 不 可 满足 的 , 因 篇 这 公式 的 否定 
(x) (Ey) (E(x,x) VF(x,y)) 
是 一 个 永 芙 公式 .。 事实 上 ,对 於 每 个 x 都 存在 有 所 要 求 的 y, 因 篇 
我 们 可 取 y EH r. | 
PERRE HAEREA. 一 个 公式 朗 使 是 可 满足 的 , 莫 


wgl iri 


KL 
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不 因而 便 对 每 一 个 个体 域 都 满足 ， 例 如 ,公式 
(Ex) (Ey) (F(x)&F(y)) 

当然 是 可 满足 的 。 我 们 只 须 取 由 0 与 1 所 组 成 的 域 作 篇 个 体 域 ， 
而 作答 BUI Hl “e = 0”. 对 时 有 一 个 x 与 一 个 y 使 * 二 0 与 
y+0, Ei o RI. 但 过 个 公式 在 只 由 一 个 元 素 所 组 成 的 域内 是 不 
可 闯 足 的 ， 因 篇 一 个 衣 蛮 不 能 对 同一 客体 饰 成 立 双 不 成 立 ， 同样 
EA LARET EE 

(x) (y) (F(x) Vv.F(y)), 
如 果 : 个 朵 域 内 只 有 一 -个 客体 , 旋 是 普 逼 有 效 的 ,否则 不 然 . 

如 果 一 公式 在 某 一 个 体 域 内 是 可 满足 的 或 普通 有 效 的 ， 那 末 
对 每 一 个 共有 同样 基数 的 个 苯 域 来 说 它 亦 如 此 ,过 利 用 坝 域 的 
彼此 一 一 对 飚 性 朗 容 易 腑 阴 ， 如 果 一 公式 弃 不 是 对 每 个 个 体 域 都 
普遍 有 效 (可 满足 ), 双 不 是 对 任何 域 都 不 普 副 有效 OKE), H 
未 ， 假 改 散 还 悍 公式 的 普 表 有效 性 或 可 满足 性 使 等 价 於 痊 出 一 个 
有 关於 个 体 个 数 的 命题 要 解决 最 广泛 音 养 下 的 刊 定 问题 , 须 找 
出 一 个 程序 ,使 得 对 从 每 一 个 已 答 的 公式 都 能 钢 物 定 ,在 哪些 侦 钵 
域内 它 是 普 下 有 效 的 或 可 满足 的 ,而 在 哪些 个 体 域 内 划 香 . 

关於 南 个 形式 的 判定 问题 问 的 关 傈 ， 在 $10 处 已 经 有 一 个 值 
得 注意 的 定理 . 

如 果 一 个 公式 在 一 个 可 数 的 无 需 域 内 普 逼 有效 ， 那 末 ' 七 使 是 
ZS 效 的 ， ATERRAR. 

EAE bien HEE SE EEE: 

kRAS R ERG, REA EIE A EAE 

”作坊 过 个 定理 的 推广 (当然 是 很 显明 的 ) 我 们 还 有 : 

如 果 一 个 会 式 在 其 一 个 个 体 域 内 是 可 满 是 的 ， EE 


nn ged, 


GE 设 一 公式 在 一 域 J) A pelei E, 我 们 很 容易 把 


iio EE a E 磷 
EE ERER DE RR U) PEAU) RAERD) , 
ERFARER. A T Aa on. RPE O) A EEH Ié 
SEET EE E RUJO) A: RAJON gi 
於 ( 轧 内 的 元 素 都 当 作 等 於 < 例如 , 设 在 域 (]) 内 有 一 个 可 满足 
的 ”项 谓词 O, RÆ (LU) 办 相 放 的 谓 鹿 轨 便 可 如 下 定义 : 对 座 
(J 内 所 有 的 x,x23，,… ,xw, 均 有 
Leien Dl 

其 中 ,如 果 e 属於 ( 刀 ), 则 与 x; 同 ,否则 点 篇 a。 IS A RAI 


定义 可 推 得 它 在 域 (LI) 内 的 可 满足 性 , AKERRA 
7. 


EE 具有 有 有 限 个 个 体 ， HAR 普通 有效 性 与 可 del 是 性 永 
SIE, 

因 篇 ， 对 时 公称 号 可 代 以 有 限 项 的 全 到 ,存在 号 可 代 以 有 限于 
的 析 取 ,因而 在 有 壬 域内 的 普 昌 有 效 性 或 可 满足 性 , 便 可 句 结 篇 命 
题 演算 公式 的 普 下 有 效 性 及 可 满足 性 . 

可 用 一 侦 例 子 释 阴 ， 坛 探 守 以 下 公式 

(Ex) (y) (F(x,x)&F (Cx,y)) 
在 具有 两 个 元 素 域内 的 可 满足 性 ， 讼 把 温 域 内 的 所 元 素 记 篇 0 与 
1， 那 末 对 於 吉 域 , 每 个 公式 ENA) WAO) VAC) 意义 相同 ， 
每 个 公式 (x)A(x) HACO) & AC) 瘟 义 相同 .办 此 上 面 公式 可 换 
篇 
(y) (F(0,0) & FC(0,y)) V (y) (F(1,1) & F(1,y)), 

再 换 篇 

(F(0,0)&F(0,0)&F(0,0)&F(0,1)D V EA, USR, OECDSECGL LTD. 
AER EER, BETIE F(0;0) ,FF(0,1) 等 代 以 里 或 假 合 题 而 使 待 
整个 公式 多 得 凌 " 值 . 换 句 话 表 ,在 具有 两 元 素 的 域内 过 公式 的 
可 满足 性 便 踊 智和 坊 命题 公式 

(A&A&Ag&B'YViC&uD&aC&kC) 


— np E ` 
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的 可 满足 性 . 
Serie ME MEZEM, 


它 具 有 可 满足 性 党 且 仅 苗 它 住 共 及 侦 (有 限 数 个体 的 域内 篇 可 


满足 ， HK, ERA] IR NU e EE Su JANET. 

GH 首 - ETARE, 是 否 在 k RERA 可 满足 的 . 如 
果 不 可 满足 , 闭 末 着 个 公式 在 任何 一 个 域内 都 不 可 满 星 。 如 果 在 
汪 域 到 宅 可 满足 , 那 未 在 具有 更 多 个 钵 的 域内 罕 了 世 可 满足 。 然后 
我 们 只 贷 探 究 它 在 具有 1, 2,… ,一 1 个 元 素 的 域内 的 可 满足 性 ， 
而 对 也 是 可 币 定 的 ， 

还 须 注 意 ， 我 们 站 不 能 锡 从 过 方法 而 得 到 刊 定 问 题 的 一 般 解 
bh KB, 我 们 有 一 些 公 式 , 它 倍 在 任何 有 限 个 个 缸 域 内 不 可 满 
TAERE SHTRIRE. 属於 这 种 公式 的 可 万 
Fit, 

(xKEy)F(x,y) & (Elx) & La Mats ML y) & FU, DF, 2)). 

在 自然 数 域 办 过 个 公式 被 谓 词 Cu 所 满足 AB San CC H 
有 有 限 个 含 钵 的 域内 也 可 满足 , 那 将 立刻 得 到 一 个 矛盾 . aO 篇 
满足 谓词 . 由 於 (x) (Ey)@(x,y) 的 里 确 性 ,将 有 一 个 任意 伸 长 的 
元 来 链 di 823433 -AIF G(ci ci+l)。 Shell KH ob 
窗 性 ,将 有 一 ! dt CO 使 得 ai BR a 表示 辣 一 元 来 ， 由 於 

Cx) Cy) Ce) ët) Oly, zi ) Bx ,2)) 
我 们 将 得 (ai,ai) ,但 是 我 们 应 该 有 (x)@(x ,x). 

伪 管 命题 演算 的 御 定 问题 容易 借助 於 合 取 和 范式 与 析 取 能 式 
(参见 第 1 ti $6 及 第 1 童 $8) 而 解决 ,类 演算 的 亦 然 ( 套 兄 第 
2 X $1 与 $2), 但 在 谓词 演算 中 逢 定 闫 题 却 非常 困 炎 ,就 整个 说 来 ， 
是 一 个 逮 未 完全 解决 的 问题 . 有 一 些 理由 (下 文 将 更 侨 短 说 明 ) 
蔡 至 礁 表 明了， 要 想 找 匡 一 个 完全 的 解决 简直 是 无 盟 的 了 ， Wé 
礁 冲 个 问题 具有 三 等 的 重要 性 ， 所 以 至少 把 人 迄 量 多 的 公式 行 出 
御 定 ,对 种 努力 逮 是 具有 极 大 典 趣 的 ， RE 


112 SS "mm e e SX e 


II DIE DS 

在 以 下 的 整个 讨论 中 ， 我 们 设想 各 公式 均 不 再 含有 自由 客体 
秋元 。 在 讨论 制定 问题 的 各 个 已 解决 的 情形 前 ,我 们 先 引 一 些 一 - 
REREH, EPERERA ARA. 这 些 定理 中 有 些 已 在 $10 
不 提 过 ,如 前 束 熏 式 定 理 及 斯 科 林 和 范式 定理 . 写 们 有 下 烈 的 优点 ， 
当 我 们 考虑 一 公式 的 普 源 有 效 性 或 可 满足 性 上 时， 可 假定 七 有 一 个 
特殊 的 典 秀 的 或 角 狗 的 形状 ， 而 不 致 拒 言 论 殉 失 难 一 般 性 之 中 . 
因此 它们 也 可 是 做 化 锋 定 理 . 例如 ,斯 科 林 定 理 说 (如 果 我 们 束 可 
满足 性 来 表述 ) ,对 认识 询 演 算 中 每 一 个 已 狂 的 公式 都 可 以 狂 出 另 
外 一 个 公式 ,其 首 标 具 有 以 下 形式 : 

(x1) Lësl (Ey1) (Ey), 

就 可 满足 性 来 脱 , 宪 与 前 者 是 等 价 的 ， 因此 ,就 可 满足 性 开题 悦 ， 
我 们 只 天 讨论 具 有 过 一 类 首 标 的 公式 便 儿 了. 

交 灶 性 质 的 定理 都 把 公式 或 者 由 和 约 筷 具有 一 定 的 首 标的 ， 或 
者 外 和 约 其 中 出 现 的 襄 词 科 元 的 多 目的 个 数 ， 或 者 色 和 狗 出 现 的 谓词 


秋元 的 人 数 等 等 。 在 着 方面 的 大 量 结 果 中 ,我 们 只 提 到 下 列 的 -- 
此 . 


就 具有 同 楼 的 可 满足 性 来 说 ， 对 办 每 个 公式 都 可 答 出 一 个 公 
式 , 其 中 只 有 一 元 及 二 元 的 调调 秋元 "， 更 进一步 ,我 个 项 至 从 可 
以 限 於 以 下 形状 的 公式 ,其 中 只 有 一 个 二 元 训 词 秋元 ,而 其 首 樟 号 
以 下 形式 : ’ 
(x1) (x2) (x3) CBy1) Lg, 
部 只 有 三 个 全称 号”.。 其 次 ,我 们 又 可 限 於 以 下 形状 的 公式 ,只 其 


1) Löwenhcim, L.: A $10 RIRIS. 

2) Gödel, K.: Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils. 
Mh. Math. Phys., Bd. 40 (1933).— Kalmar, L. and J. Suranyi: On the 
reduction of the decision problem. Second paper. Gödel prefix, a singi: 
binary predicate. Journ. Symb. Logic, 12 (1947). 
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有 一 个 二 元 户 宰 楼 元 ,而 其 首 标 旺 以 下 形状 : 
(x1) dé (xn) (Ey) 或 (x) (x2) (Ey) (ue (tn) 
郎 只 有 一 个 存在 号 5. 甚至 还 可 限 放 讨论 只 具有 三 个 至 称号 及 一 
个 存在 路 的 公式 , 邹 其 首 标 具有 以 下 形状 : 
(x1) (x2) (x3) (Ey) Si (x1) (x2) (Ey) (x3), 
但 壮 时 我 们 却 害 用 多 个 齐 宰 秋元 ”，。 又 因 篇 ( 昂 下 文 ) 当 所 有 公称 
号 均 在 存在 号 之 后 时 , 刊 定 问题 是 解决 了 的 ,所 以 获得 下 列 的 范 式 
(就 可 满足 性 歇 的 范式 ) 是 很 有 典 趣 的 , 该 秀 式 中 只 有 一 个 全 称号 
在 存在 号 之 前 , 序 其 首 标 晤 以 下 形状 : 
(Ex) (y) (Ez) (nu1)** Cun). 

BERRE TRR., AREE, 可 参见 
原著 4， 

现在 再 报告 一 些 重要 的 特例 ,对 於 它 个, 特定 间 题 的 解决 是 幸 
而 成 功 的 ， 这些 特例 与 上 面 的 化 嗓 定 理 可 说 是 两 十 平行 和 的， 我们 


1) Pepis, J.: Untersuchungen über das Entscheidungsproblem der mathematis- 

chen Logik. Fund. Math., 30 (1938). Fin Verfahren der mathematische 

o Logik. Journ. Symb. Logic, 3 (1938).— Suranyi, J.; Zur Reduktion des 
Entscheidungsproblems des logischen Funktionenkalküls. Mat. es Fizikai 
Lapok, 50 (1943). 

2) H ERATI ESRA. 

3) Ackermann, W.: Beiträge zum Entscheidung:problem der mathematischen 
Logik. Math. Ann., Bd. 112 (1936).— Kalmar, i.: On the reduction of 
the decision problem. First paper. Ackermann prefix, a ¿ingle binary 
predicate. Journ. Symb. Logic, 4 (1939). , 

4) A ERA Aa 下 列 著 作 ; Kalmar, L.: Zurückführung des Ent- 
scheidungsproblems auf den Fall von Formeln mit einer einzigen binären 
Funktionsvarinblen. Comp. Math., Bd. 4 (1936). XZE 4 HRK 
6y EHA, -—-Pepis, J.: Beiträge zur Reduktionstheorie des logischen 
Entscheidungsproblems. Acta Lit. Szeged, Bd. 8 (1936). — Skolem, Th.: 
Ein Satz über Zählausdrücke. Acta Sci. Math. Szeged, Bd. 7 (1935}. 
Einige Reduktionen des Entscheidungsproblems. Avh. Vid. Akad. Oslo, L 
Mat.-nat. Klasse, 1936, Nr. 6, 
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已 有 定理 ， 对 磷 谓 说 淘 算 的 每 一 个 公式 ， 都 可 以 给 出 一 个 就 可 浪 
足 性 求 说 互相 等 价 的 公式 ,其 中 只 出 现 有 一 元 与 二 元 的 谓词 杰 元 ， 
与 午 定 理 相 应 的 ,我 们 有 有 以 下 定理 ， Si EE 
IC, 其 制定 问题 是 解决 JW. 我 们 有 定理 ， MERMERE ,可 把 公 
式 银 移 到 具有 一 定形 状 的 首 标 , 相 应 地 我 们 亦 有 ,对 於 基 种 一 定形 
状 的 首 标 ,其 和 忻 定 癌 题 的 解决 是 成 功 的 . 

在 一 元 背 词 释 元 范围 内 的 制定 闻 题 ， 其 原则 .上 的 可 能 性 首先 
HALE AH, ERER AEH RRR A. 就 其 
Ee SH, EDD, 011 IKA SR eeler E A. DIS GIS E 
2 Gë. er ÉIER 4 章 所 讨论 的 第 二 层次 谓词 演算 ,制定 间 ` 
题 亦 是 解决 了 的 .。 送 我 们 在 下 况 再 行 讨论 . 

下 面 的 讨论 如 果 就 普 融 有 效 性 来 表述 , 屠 是 更 篇 方便 的 . 我 
们 可 以 把 狭义 请 调演 算 中 只 合 有 一 元 请 简 释 元 的 公式 的 可 制定 
性 ,用 下 面 的 初等 方法 而 腑 明 ( 译 者 按 , 第 2 章 $1, 32 处 已 用 更 简 
便 的 方法 来 币 定 了 ). 设 省 一 个 公式 只 含有 一 元 谓词 释 元 . 

屋 在 所 诗 论 的 公式 中 出 现 了 & AGA ene a A,B,…,K, 我 们 
re Amen Ern 24 IR EIERE re RE 

ëtt HR 它 便 是 普通 有 效 的 . 

B TRIER Ami DIE Ek 2 Rainer, A 
zess Ap... KE RAEE DD SR edd Ao, Bos a Ko ik, Bir 
"Rn III ee Ee FREA Sei ee äi ui AW 
1) Lowenheim, L.: 8 toi. 

2) Skolem, Th.: Untersunchungen über die Axiome des Klassenkalküls 
und über Produktion-und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen 
von Aussagen betreffen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Kiasse, 1919, Nr. 3 

3) Behmann, H.: Beiträge zur Algebra der Logik und zum Entscheidungs- 
problem. Math. Ann., Bd. 86 (1922). 


4) PH TRR R RAe m 8, Hilbert-Bernays，Grun 人 lagen der 
Mathematik (JEH 2 A, $5, 194—195 Si. 
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Rm, EIERN A DÉI e Em pn. HS ee D ERT, 5 

A 2* 个 个 朵 的 域 有 了 关 . 

RPE RTE S A RA aa Anos Bos， Ko) 所 麻 涉 的 客体 作 一 

个 分 类 ,如 果 命 题 
Ao Ca) , Bola),** , Kola) 

WE 

Ao(b) ,Bo(b),… Kolb) 

FEE, Bp 
Ao (a) 与 Ao (b) AIS 
Bo(a) 与 Datt) FRIR 


Ko (a) E Kolb) ANER, 
Jk al än a,b 算 作 同一 类 。 

照 过 办 法 我 们 至 多 可 得 到 类 . 因 篇 ,对 於 每 个 客体 a, Aola) 

只 能 或 趴 或 假 ，Bo(e) 亦 然 。 因此 就 整个 说 来 ,对 於 命题 

Aola) ,Bola) > * , Kola) 
WAREKE H 24 个 可 能 性 , Li RERA RS RA A 
配合 ,它们 使 属於 同一 类 ， 

GE EA 入 所 得 的 不 同 的 类 ， 因而 Fabi 今 把 类 a, 
op on 的 全 苯 当 作 一 个 攻 客 体 域 ， 我 们 就 这 些 客 朵 而 定义 包 个 
请 鹿 41,B1,… ,Ki 如 下 :A1 HHA ap 二 1,2， na) AR, SS DIS 
do 对 属於 w 的 原来 客体 篇 跨 ，B1,… ,Ki HERRE, 

届 有 随便 一 个 由 谓 麟 Ao, Bo,… ,Ko 借助 认 玩 辑 记号 而 作成 的 
命题 ,车 把 其 中 的 Ao 换 以 EI Bo 换 以 Bi, Ota Ko HAJA K dP ISS 
og, da, Ge TER DIE. 尺 把 在 命题 中 出 现 的 确定 的 客体 换 以 
鼓 客 体 所 属 的 类 , 那 末 所 得 的 命题 必 奥 原来 的 命题 同 氛 假 . 

如 果 该 命题 不 含有 全 移 忠 与 存在 号 ， 道 断 膏 可 立 归 看 出 是 颖 
然 的 。 其 次 ， 我 们 可 把 该 命题 写成 范式 , EHHA m 个 和 量词 时 


it6 SE 
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的 黄 确 地 而 推出 具有 m 十 1ER Ek, "Sté Eër ee 
Fg RH. 

His Bt E aE T E, EARR RRA, BIETA ÍS 
公式 中 的 请 词 科 元 4,B,… K ARDERE 40,Bo,…,Ko 和 后 所 得 出 的 
假 售 题 ”如 果 在 其 中 再 把 40,Bo,… Ko EIA 41, Bi ,Kj, ZE 
At, 作 科 释 元 的 值 时 仍然 得 出 一 个 假 命 题 . 

因此 我 办 只 LR TF ai JEKRI : 至 多 有 E 个 客体 ， EPRA 
RE 的 情 形 来 $; EHT. 正如 我 们 已 经 看 见 的 ,证 时 可 通 
BA bës 定 ， 

我 们 再 讨论 具有 任 章 的 独 鹿 秋元 的 公式 如 采 一 公 > 并 其 首 标 
只 有 全称 号 或 只 17 存在 号 ， 或 所 有 公称 号 均 在 存在 号 之 前 ， HRE 
A EE 

Ce EE RM 

(x1) (x2) (xm) UACxL ,x2, ` als 
而 在 OU ,xm) PRETA ZMR. EH SE 
GES? BAR CER RIES DU UH ER 可 效 性 时 
如 果 它 在 一 个 多 於 w 个 个 体 的 域内 非 普 所 有 效 ， EE 
内 便 有 元 素 a1,a2，… ya, EE ed 
GIS ,dm) 
秋 成 一 个 假 命题 .立即 可 以 看 出 ,过时 写 在 域 (za eil DIE 
公式 
(Exi) (Exm)A(x1, ,Xm), 
其 中 首 标 只 包含 存在 号 ， 如 有 在 只 具有 一 个 倘 体 的 域 岂 篇 普 吉 有 
效 ， 它 便 是 普通 有 效 的 . 

BA, 如果 上 面 公式 非 普 双 有 效 ， 郑 末 下 而 公式 评 非 普通 有 
Si: 

(Ex)MU(x, x, ,xX), 


CO E EA BA 
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半 本 是 一 个 较 强 的 断 谨 ， 因 此 便 在 茶 一 域内 有 一 元素 a 及 -一 些 特 
殊 的 谓词 , 使 得 Alaa, ,a) 多 成 一 个 假 公 式 .。 因此 在 只 其 有 一 
个 元 来 a DU DC ZOE eh. 
用 同样 简单 的 方法 亦 可 证 明 ,公式 
Cer) (xm) Lë e (EYD xs xm yy Mal: | 
其 中 所 有 全 称号 都 在 存在 号 之 前 ， 如 果 在 具有 和 个 个 钵 的 域内 钨 
普 涯 有 效 , 卓 它 使 是 普 温 有效 的 ， 因 篇 , PE DI 
Yn) PIE yi, e Yn 随 管 地 代 以 多 元 x1，… rn 因而 得 出 各 种 下 形 
的 公式 
QIGxi TE E ‘Xi ) 
再 把 所 有 道 榜 的 公式 作出 析 取 式 . 设 表 之 篇 (x1,…,xm)。 Wë 
SRA m 个 个 帐 的 域 首 ,由 
(x1) Xm) (Ey) e CEYDA Cxi Xs Ys e Mal 
的 普 速 有效 性 可 推出 
Cra) e Lë lena Em) 
的 普天 有 效 性 ,因而 亦 得 
(x1) Lë B Cxi Xm) 
在 每 一 域内 的 普通 有 效 性 ， 人 得 (xD Caem BC a Sal 是 比 
(zi Cem) Lu: La AC Eat a el 
SEER RIMER CRNI DO E ERRA T P. 
下 面 特例 的 刊 定 问题 亦 可 解决 ， 但 已 经 不 能 用 这样 简单 的 工 
其 求 过 到 目的 了 ， 汰 於 具 有 以 下 形状 的 首 标的 公式 
Cai) (xm) (Ey) Eya) (z1) (za) ， 
1) ERIE AE RRT h E R. P. Bernays und M. 


Schönfinkel: Zum Entzcheidungzproblem der mathematischen Logik. Math, 
Ann., Bd. 90 (1928), ` 


ee ER UAA rt TA B Lie Ft a: ae 1- 


i18 E: o e E ee 


我 们 亦 可 以 刊 定 其 普 表 有 效 性 2). CCS. 普通 有 效 性 的 和 | 
定 亦 是 借助 於 在 有 限 个 咎 体 的 域内 的 普通 有 效 性 而 得 的 .但 是 能 
用 二 办 法 来 刊 定 其 普 表 有效 性 的 ,其 首 标 类 型 亦 画 於 此 了 . 因 
篇 对 从 其 饼 的 首 标 型 ,我 们 都 可 以 答 出 一 公式 , 宅 在 所 有 的 有 限 个 
BÉID E RG kp. Ip er reg Ia D BUT, 

Dé (Church) Atar (Turing) 先后 根据 哥 德 泵 的 著作 而 
EKR, TUPERRA ENEA REBR AEREE 
DOT, AEN EE E Hu Sr 38 a, 我 们 只 指出 ， 
所 谓 一 般 的 制定 方法 乃 指 对 於 -- 些 公式 有 某 种 计算 过 程 ， 使 得 对 
於 其 中 每 个 公式 都 可 答 出 ” 凌 " 值 或 假 " 值 . 沉 由 上 述 的 著作 对 一 
画 数 的 可 计算 性 作出 各 种 形式 的 精 克 化 后 ( 写 们 中 彼 此 不 同 ,但 却 
彼此 壬 价 ) ,过 种 计算 过 程 的 存在 性 便 和 被 否定 了 . 

篇 了 避免 误会 起 见 :我 们 指出 ,所谓 一 般 制 定 过 程 的 不 存在 性 


一 一 一 -一 一 一 一 一 


1) Sp K. Gödel 上 引 著 作 【〈 其 初步 报告 已 兄 於 Erg. Wien, math. Koll., Bd. 
2(1932), —Kalmar, L.: Über die Erfiilibarkeit derjenigen Zählausdrücke, 
welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten. Math. 
Ann., Bd. 108 (1932). —Schütte, K.: Untersuchungen zum Entscheid - 
ungsproblem der mathematischen Logik. Math. Ann., Bd. 109 (1934). 一 
Über die Erfüllbarkeit einer Klasse von logischen Formeln. Math. Ann., 
Bd. 110 (1934). 一 WFR EAEE PRA AE RA, RE 
EEH W. Ackermann BS Th. Skolem 成 功 地 解决 了 ， 2H W. Acker- 
mann: Über die Erfüllbarkeit gewisser Zihlausdriicke. Math. Ann., Bd. 
100 (1928), —Skolem, Th.: Über die mathematische Logik. Norsk. mat. 
Tidskr.. Bd., 10 (1928), AWIR E ERIRE U AI ERa 
dëi. 

2) Rerätgcpiég K. Schütte ons Se, 

3) Church, A.: An unsolvable problem of elemantary number theory. Amer. 
J. Math., Vol. 58 (1936). — A note on the Entscheidungsproblem: Cor- 
rection to a note on the Entscheidungsproblem. J. Symb. Logic, Bd. 1 
(1936), — Turing, A. M.: On computable numbers with an application 
to the Entscheidungsproblem. Proc. Lond. Math. Soc., 42 (1937); Correc- 
tion ibid., 43 (1937), 一 CR Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathe- 
matik, Bd. II., 416 H, 


TT hiaan -ARH hs a 


e pe 


BIE KERMES i19 


EE DE 


EJ, TA H-E E ARREA BO E 
HREM. HA EIERE ERR, SIE lr, AE 
样 的 一 个 发明 我 们 可 以 粉 出 另 一 个 证 明 , 说 过 个 公式 不 可 能 由 85 
的 公理 系 往 推出 . 根据 $10 的 完备 性 ,我 们 便 可 以 证 明 过 公式 的 
否定 是 可 以 满足 的 . 因此 过 公式 的 普 逼 有 效 性 是 可 以 刊 定 的 ,而 
且 得 出 否定 的 答案 . 因此 ,把 可 解决 其 利 定 问题 的 公式 类 加 以 瓜 
E. ia Rëm D HG, 


a RE 
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我 们 所 必要 把 人 次 闵 齐 蛮 演 算 ， 双 名 第 一 层次 的 刘 说 演算 加 以 
推广 , 帮 由 於 考虑 到 下 烈 的 事实 ,过 个 演算 的 形式 体系 本 身 显然 不 
是 封 开 的 .例如 ,我 们 当然 可 以 表示 出 :一 公式 对 论 其 中 出 现 的 杰 
词 释 元 的 一 切 值 都 表示 一 个 凌 命 题 ; 但 我 们 却 不 能 把 过 个 断 革 的 
BEMAR. 因 需 ,如 果 我 们 把 否定 符号 加 在 整个 公式 之 上 , 闭 只 
是 指 , 道 公式 对 於 请 词 炙 元 的 一 切 值 均 篇 假 命 题 。 但 很 可 能 地 ,一 
不 式 既 不 是 阐 座 裔 词 炙 元 的 一 切 值 均 变 示 芙 断 首 ， 也 不 是 对 希 袜 
名 元 的 一 切 值 都 下 示 假 命题 ,例如 ,公式 (x)F(x) 对 於 任何 个 体 域 
都 不 是 普 扣 有 效 的 ,但 公式 (x)F(x) 也 如 此 。 篇 了 要 表示 (x)F(x) 
不 是 普 融 有效 的 ,我 们 必须 使 用 关於 调 词 的 存在 号 ， 

因此 ,作乱 对 扑 委 一 层次 的 调 箭 演算 的 一 个 很 自然 的 推广 是 : 
RPE BA T AA AET E rr, E 
EE 

TEE EE 
P. Rhum ARRA. 

可 用 一 些 例 子 说 明 所 增加 的 表 迷 可 能 性 ， 公 式 

(P) Cx) (P(x) VP(x)) i 
说 明了 , (x) (P(x) v PC AR P 都 成 立 ， 公 式 
(A)(F)((x) (AFE (x)) (A (x)F(r))) 
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l (x) (A—>F(x)) ~ (A x)F (x)) 
而 砍 定 的 在 命 肿 与 请 说 之 间 的 天保 ， 灶 雁 任 何 一 个 命题 及 谓词 都 
成 立 ， 

另外 一 个 例 是 完全 妈 纳 原则 的 符号 表述 ， 在 内 容 上 适 个 原则 
是 : 

“如 果 一 个 谓词 对 数 1 成立, 又 如 果 当 宪 对 某 一 侦 数 成 立 肝 对 
其 秩 数 也 成 立 , 那 末 二 请 说 对 每 一 数 都 成 立 ， 

TR ARUHE Seq(x,y) 表 上 一 数 到 下 一 数 的 天保 , 那 末 我 们 可 
把 二 原则 表示 乱 : 我 们 把 

{P(1) & (x) O) [P Cx) & Seq(x sy)—>P(y) I} (x)P (x) 
假设 乱 一 个 四 公式 ， 

如 果 我 们 逮 想 明白 表示 说 , 道 公 式 对 一 切 训 袜 P 均 成 并 , 潮 末 
我 们 可 把 全 稳 号 (P) 但 认 半 公式 之 前 ， 

男 外 --… 个 有 剂 天 性 的 WIER HEREJE. TE SE EERE DE AS E 
EN ANE ER 我 们 可 说 ,x* CETA y, HE HAS, 成 立 
ERRI y IPAR’ LLIA. EERME, REE SERE 
号 E aaa) BRA TARER HA e 

(F) (F(x)~F(y)). 

在 上 述 各 情形 中 ,其 全 稳 跳 的 使 用 傍 管 是 很 显然 的 ,但 还 不 是 
站 对 必 菇 的。 另外 还 有 一 些 情 形 , 其 中 全 稳 号 的 使 用 却 是 必 楼 的 ， 
如 昌 我 们 不 想 抛 光一 些 重 要 的 表 过 可 能 性 的 话 . 

Il ën. 如 果 我 们 想 表 如 ,每 一 个 与 恒 等 性 相等 价 的 彰 衣 都 上 共有 
HEE, 那 末 我 们 便 必 须 如 下 写 出 : 

PEOR MEIE SFOND] rNINR CR x). 
ER, UREDE, MEA ES Or ép SS Gil Ae Ee, 

同样 地 ,正如 上 文 所 提 及 的 , 如 果 要 表示 , 茶 一 个 修 定 的 表 迷 

式 间 不 是 对 其 中 了 出 现 的 请 阐释 元 的 所 有 值 都 是 一 个 等 公式 ， 那 末 
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全 称 踪 亦 是 不 可 少 的 .例如 ,篇 了 要 表示 ,(x) OF, y) EJN 
有 效 的 ,我 们 可 用 公式 
LE) (x) (y)F (x,y), 
或 用 同样 意义 的 公式 
(EF) (Ex) (Ey)F (x,y) 
KRR. ek. ERE i A Bier EAA RR RAI RF E Am, 
例如 ,下 面 的 定理 :对 於 每 个 命题 X 都 有 一 个 命题 了 使 得 各 两 个 命 
题 中 有 一 亦 只 有 一 是 团 的 ( 朗 有 关 一 命题 的 否定 的 存在 定理 )。 二 
囊 和 若 用 推广 了 的 符号 ,可 如 下 表示 
(X) (EY)(XVY&X&Y). 
但 若 用 以 前 的 记号 ,过 个 命题 却 无 法 表示 了 .。 

通 允 符号 的 推广 ,我 们 还 能 锡 符 号 地 表述 一 些 问题 及 其 解答 ， 
而 在 以 前 我 个 只 能 借助 蕉 元 长 的 内 容 方 面 的 写法 . 例如 ,在 第 一 
章 $8 所 作 的 讨论 . 在 那 详 所 得 的 结果 可 用 下 烈 的 公式 表示 : 

(X) (A,X & AX) ~A; & A2, | 
(EX) (A,X & AX) ~A V dn, 

18 an SET, 使 得 我 们 能 独 把 一 个 含有 关於 命 是 
i ARRIR RER, 代 以 另 一 个 等 价 的 下 过 式 而 其 中 不 再 出 现 有 这 
MERIH. BA, 我 们 可 把 一 表达 式 依照 最 内 的 量 齐 所 属 的 变 元 
而 展开 ， 池 依 照 上 面 琴 公式 所 表 过 的 诊 元 规则 而 把 芒 量 oi Ke k. 
例如 由 

(X1) (X2) (CAIXIX2 & A2XıXı LA3XIX2 & 44X X2) 
先 除 去 量词 (X2) 而 得 
(X) (C(A, & A2)Xı & (A3 & ADX, 
肯 得 
Ai & A: & Azk A4. 

如 果 在 一 个 公式 中 只 有 命题 人 释 元 及 所 属 的 量 前 ， 那 末 利 用 证 

个 符 总 地表 巡 的 消 元 规划 便 可 以 瓣 明 ' 写 的 芙 假 性 ， 例如 ,在 上 述 
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的 公式 
(X) (EY) (XY&X&Y) 
中 ， 我 们 先 依照 Y 而 展开 XY & Xa 了 ,得 
(X) (EY)(XY & XY). 
把 最 内 的 量词 消去 每 
(X) (XX). 

但 XX 是 一 个 普通 有 效 的 表 过 式 , 故 (X) (EY) (XY & Xa Y) 是 一 
个 车 公式 . 

狭义 硼 衣 省 算 中 南 种 形式 的 判定 问题 现在 都 可 以 符号 地 表 
述 ， 例 如 公式 

(Ex) (y) (F(x,x) VF(y,y) V G(x,y)) 
在 某 个 个 体 域 内 的 普 志 有 效 性 或 可 注 足 性 ， 便 相应 於 下 列 的 广义 
谓词 污 算 公式 
(F) CG) (Ex)(y) (F(x,x) V F(y,y) V G(x,y)) 
或 z 
(EF)(EG)(Ex)(y) (F(x,x) V F(x,y) V G(x,y)) 

在 该 域内 的 力克 性. z 

车 解释 一 个 逻辑 公式 了 财 ， 我 们 恒 可 假定 其 中 不 含有 任何 一 种 
自由 多 元 ， 因 篇 几 是 具有 自由 多元 的 公式 我 们 都 可 以 在 前 面 加 入 
相 谭 的 全 移 号 而 除去 之 。 因此 潮 礁 第 二 层次 襄 词 演算 的 公式 说 
来 ,以 前 意 旨 下 的 普通 有 效 性 及 可 满足 性 是 谈 不 到 的 .但 是 ,只 用 
符号 仍然 不 能 把 一 公式 的 意义 唯一 地 确定 着 ， 因 入 我 个 还 不 知道 
到 底 吏 哪 一 个 个 体 域 而 诗 论 的 。 例如 ,如 果 个 体 域 只 由 一 个 元 素 
2. HIJ 

(EF) (Ex) (Ey) (F(x) & F(y)) 

JS Aen Ee, m a E EREA. 

所 谓 第 二 层 欢 演算 中 的 永 凌 公式 我 们 现在 是 指 TEMAK: 
ERE EARRA. ARRIERE , 0 P U 


dE See mr 
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E DSP 普 逼 有 效 性 只 对 个 体 域 而 车 (不 再 对 吝 
Kimmes p). 相 喇 地 ,如 时 至 少 有 一 全 个 朵 域 ,对 
雁 它 某 公式 给 出 一 个 里 命 吓 , 我 们 便 把 它 呀 做 可 满足 的 。 适 党 ， 
一 公式 的 普通 有 效 性 与 作 的 再 定 公 式 的 不 可 满足 性 亦 是 彼此 等 僻 
的 . 


以 前 狭义 谓词 党 算 中 的 永 鞭 公 式 现 在 仍 是 永 甘 公 式 ， 但 此 外 
AHE. Uli) 表示 (fF)(F(x)~F(y)) DIR, DU 
TE SERR a, RK 
(Er) OON Ely IE) 

ERKEN. EIR SA 
(EF) (Ex)F(x); (F)(EG)(x)(y) (El, y) V G(x,y). 

An D Ap ge GR RNA P AY BI J Lé Cer mn ARRE AR RaP FF 

在 号 ,所 竺 的 全 是 可 满足 的 ,但 可 满足 的 公式 东 不 裘 於 此 ， 例 如 
(F)(CEx)F(x)— (x) F(x)) 
亦 是 一 个 可 满足 公式 . 

接着 要 加 的 应该 是 :是 不 是 和 第 一 层次 的 演算 财 榜 ,在 间 自 了 世 
可 以 答 出 一 个 加 输 亲本 公式 秒 ， 使 得 一 切 永 鞭 公 式 可 以 逐步 地 根 
据 一 定 规划 而 得 出 2 适 豪 可 以 马上 回答 襄 ， 第 二 层次 的 裔 调演 算 
的 永基 公式 的 完全 公理 系 芋 是 不 存在 的 . 反之 , 照 哥 德尔 所 及 明 
的 ， EC AEEA E 系 ， 都 可 以 答 出 一 个 水星 公式 
而 不 能 由 寂 推 出 了? ， 但 是 就 大 部 分 的 目的 悦 来 ，, TEREE 
Fatze 

ARRAREN FA Tee Reie E HE (Ce $4)， 
朗 除 了 命题 联结 前 外 , pense, AA Aa. A 
式 的 形成 规则 和 66 真 所 答 的 那样 。 人 公式 形 成 规则 5) S k TIR 
充 , 即 可 借 请 说 绝 元 的 至 种 沉 及 存在 跳 而 构成 新 公式 . 道上 时 一 元 


1) Gödel, K.: Über formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme. Mh. Math. Physik, Bd. 38 (1931). 
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一 元 等 的 请 词 蚀 元 必须 戏 格 区 别 ; 在 仗 舟 号 与 存 在 号 中 ,请 词 笠 元 
是 不 窒 出 空位 的 , 所 以 堵 没 有 进一步 的 写法 ,我 们 使 无 法 区 别 了 . 
因此 我 合用 下 烈 记 号 来 区 别 一 元 二 元 等 硼 衣 释 元 ， 即 在 大 窟 拉丁 
bt LH ëm Luz, Dit, É, G, ASAR 2458 
E E ER 
KEES EA. 的 条 ,如 果 在 -一 公式 中 同一 大 窟 拉丁 字母 不 
具有 不 辐 的 点 数 ,我 们 恒 可 把 点 省 去 。 攻 时 我 们 怀 可 唯一 地 宰 出 
省 去 的 点 , 因 篇 从 各 公式 可 使 我 们 辨别 出 望 词 到 元 的 室 位 数 . 〈 关 
淮 命 题 释 元 的 至 称号 及 存在 号 ,我 们 可 以 不 用 , 因 篇 凡是 含有 着 榜 
的 本 号 的 侠 式 ,都 可 代 以 一 个 等 价 的 但 不 合 有 莹 样 的 记号 的 公式 ， 
省 正如 前 数 收 所 赴 明 的 .) 

作 篇 公理 系 狗 的 基本 公式 , 首先 我 们 探 用 a) 至 日 , 恰 和 前 面 
(Sr më $5) 将 狭 半 调调 演算 所 用 的 球 樟 . 对 基本 公式 e) 我 们 应 
该 加 上 任意 多 个 以 下 形式 的 东 本 公式 

(F)AU(F)—AC OG), 
rb F A G 理解 乱 具 有 同样 点 数 的 .、 EA A(F) 是 一 个 公式 , A 
Gaas FRAR G. UCG) 则 是 依照 规则 a3) HEA) 中 
M F RAA GREAR., 同 料 地 ,[ 对 基本 公式 下 RAIER 
加 入 任意 多 侦 以 下 形式 的 公式 
A(G)— (EF)ACE) 

作 篇 菇 本 公式 ,其 中 F 典 G 末 含有 同 数 的 点 。 另外 还 有 一 些 基 本 
公式 ,与 集合 葵 襄 面 的 渤 择 公理 有 密切 天 保 。 第 一- 个 公式 是 

(x) (Ey)G(x,y)—>(EF)[ (x) EY) (F(x,y)&G(x,y))& 

& (x) (y) (z2) (F(x,y) & F(x, ,z)—>=(y,z))] (g) 

过 个 公式 的 意义 如 下 : 本 来 通过 一 个 具有 性 质 (x) (Ey) G(x,y) 的 
WE G, 可 以 把 每 一 个 x RAEE y. 我 们 的 基本 公式 表明 
了 ,对 於 每 一 个 x, 都 可 以 取出 一 个 过 榜 的 对 赚 值 使 得 其 对 应 是 一 
对 一 的 .FE 便 表示 这 个 一 对 一 的 对 应 . 
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BR AFC, D BARAR, RSA A h AA r 以 及 
自由 n HERREG F, 而 A(x,G(x,…)) UHE FAAR: RER 
Rij a3) 把 A(x, EL. 11 PREAM REA F(al, a2,…, a;) 
都 代 以 G(x,Q1,92，,… ,Qs) 而 得 的 ,其 中 G 是 一 个 > + 1 AERA 
元 。 过 时 我 们 又 本 把 

(x) CEF)A(x, P leste Le lier (h) 
当 作 基本 公式 . 汪 个 公式 的 四 在 性 可 如 下 地 看 出 .如果 半 於 每 个 
x 都 有 一 个 Ff 使 得 A(x,F(…)) EENEG te EE 
取 一 个 FF, 设 记 之 篇 严 ， 今 定义 G 如 下 : 
Cæ) (y1) (y2) Yn) EI EE EE d MEF” Yis Yn) 
那 未 我 们 便 得 ,G 也 具有 基本 公式 h) 所 假设 的 性 览 . 

推演 规则 与 狭义 刘 词 演算 中 的 同 榜 , 只 是 规则 Y1) EE 
如 下 推广 , 邹 它 淳 每 一 种 谓词 多 元 都 成 并 . 

电 适 个 系 菊 可 以 得 知 ,但 过 驯 我 们 不 预 全 再 深入 了 ,以 前 我 们 
对 狗 闵 襄 词 演算 所 推 每 的 结果 ,现在 可 以 在 相 订 音义 上 加 以 推广 . 
例如 ,前 来 范式 定理 , SHAAN, 关於 一 公式 的 否定 的 作成 的 定理 
等 等 ,都 维和 续 有 效 ， 同样 地 ,狭义 调 蛮 省 算 中 每 一 个 含有 个 体 人 释 元 
的 公式 ,都 对 应 从 一 个 合 请 词 释 元 的 公式 ， 例 如 ,由 於 

(x) (F (x)—>G(x))—>((Ex)F(x)—(Ex)G(x)) 
是 一 个 可 推 的 公式 [公式 (34) 1 的 事实 ,现在 便 相 麻 座 
(F) UC(F)—>B(F))—>((EF)ACF)—(EF)B(F)) 
THERE EHER ERRERA (34) 的 六 有 明 作 相应 的 更 疏 使 成 
T. 对 孩 义 户 户 演算 的 所 有 公式 亦 均 如 此 . 

Er RR SS AER RU PIHE kieper IR. Se 
宪 到 底 是 一 个 永 贰 公式 或 否 . EERRERET, ERP EEE 
哪 一 个 个 幅 域 下 是 一 个 总 命题 ,在 哪 一 个 域 下 则 否 . ABELE 
次 的 特定 同 题 包含 了 第 一 -层次 的 ， 因此 写 的 一 般 解 决 是 次 有 希 星 
BI. 
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作乱 唯一 的 重要 的 结果 (RABIS PH ahe ARY A L 
解决 了 的 以 外 ) 我 们 右 : 只 含有 一 元 请 诅 的 洁 一 类 公式 ， HP e 
题 是 完全 解决 的 .其 证 明 见 於 前 章 912 ARIA EAR 
员 曼 的 沙 作 。 通 个 笠 定 围 题 而 且 是 在 县 格 意 六 下 解决 的 . 

过 个 钊 定 过 程 的 多 节 我 个 介 络 读者 参看 写 得 特别 请 禁 的 具 竖 
HRE. 浊 囊 只 想 对 其 所 用 的 方法 作 一 个 简短 的 刺 划 .在 一 元 
Gë ep) A Se f 办 解决 乔 定 问题 乃 昭 千 於 在 过 个 能 图 内 消 元 间 题 的 解 
决 。 上 所谓 消 元 问题 我 们 一 般 地 理解 篇 : 变 有 一 公式 E, Gi …， 
GËT ZE "cl 其 中 含有 自由 请 词 炙 元 ,G1,… ,Gm, H III SS 
元 xz 此 外 还 可 有 和 旨 东 个 体 释 元 , 但 却 没 DEET 
RIE, HAAAT At 8 elt DEI WD, t Gms xi 
dE TE 

(F)A(F,Gi, ee Gmt t en lr EE, oe Debt rn ,Xk) 

或 

(EF)H(F Git, Gma En enn AER lc ER en a Gmo Xi EA 
Km Rapa, Au onse, 2kts au, H 
部 分 公式 

(FACE, Gista en Es El 
及 
(EF)ACF, Gist fun res, el 
Ain 23. HU Hin Si BCG, Gens Aua XA) 及 加 (G1,… Gms tta 
zl, 因此 我 们 便 能 知 在 壮 榜 的 一 公式 内 把 请 词 炙 元 下 消去 了 . 
这 和 骨 题 偶 和 定 问 题 的 关 傈 是 容易 了 解 的 。 如果 我 们 有 一 个 背 
词 演算 的 公式 而 要 解决 其 御 定 问题 ， 那 未 我 们 拒 其 中 的 自由 语词 
释 元 所 属 的 全 人 盘 号 放 在 整个 公式 之 前 ,因而 把 自由 彰 说 秋元 消 法 ， 
如 果 消 元 问题 是 可 解 的 ,我 们 便 从 台面 开始 ,把 刘 词 多 元 一 个 一 售 
地 消去 ,最 后 便 得 出 "车 ”或 ' 假 ”或 一 侦 数 日 休 件 . 
半 个 用 消 元 来 娩 移 一 公式 的 方法 可 用 以 下 公式 般 例 而 更 能 群 


SS HD. 
(F){(Ex)F (x) V (EG)[(x) CG(x)~F(x)) & (x)G(x)]}. 
首先 ,我 们 指出 ,公式 z 
(EF)x)A(x)V Flx) & B(x)V F(x))~(xXA(x)Y Bisi CPO 

的 左 秘 可 钨 形成 
(EF) (x){(F(x)~—>A(x)) & (F(x)—B(x))), 
故 容 易 有 看见 公 式 四 是 一 个 永 阁 公式 ， 因 而 给 出 一 个 基本 的 消 元 方 
法 .借助 从 着 公式 我 们 便 可 以 把 我 们 的 开始 公式 中 的 G 消 去 ， 因 
篇 ,我 们 可 把 (EG) 的 作用 域 ,如 下 列 的 部 分 公式 

(x) (G(x)~F(x)) & (x) G(x) 
换 坊 [依照 第 一 章 ,$2 中 公式 (29) ,第 三 章 ,86 中 的 公式 (30)] 

(x) (G(x) VF(x) & G(x) VFE(x) & G(x)), 

或 换 篇 

(x) (G(x) & F(x) V G(x)), 
再 换 篇 

(x)T[ (F(x) & F(x)) V G(x) & F(z) V G(x)] 
因此 根据 上 面 的 基本 消 元 公式 有 
(EG) (x)| (F(x) & F(x)) V G(x) & F(x) V G(x)]~ 
~(x)[(F (x) & F(x)) VEC(zx)]. 

但 是 我 个 可 把 

(x) [CF(x) & F(x)) V F(x)] 
换 篇 (x)F(x)。 因此 ,党 把 襄 词 炙 元 G 消去 和 后, 上面 的 开始 公式 ， 
部 

(F){(Ex)FCx) v (EG)I C) CGC) ~F (x)) & (x)G(x)]) 

便 儿 成 

(F){ (Ex)F(x) V (x)F(x)). 
因 篇 这 公式 中 F) HEARE AvA ZÆ, doa CISH. SR 
ADRESEAZA. 
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上 面 已 经 指出 ， 如 果 只 有 一 元 请 说 ， 消 元 问题 是 完 至 解决 了 
的 。 又 因 篇 在 不 理 御 定 问题 上 时, 消 元 过 程 是 唯一 的 具有 一 般 效果 
的 方法 ,因此 我 们 当然 了 要 找 靳 , 朗 使 有 二 元 及 多 元 谓词 时 也 可 使 用 
的 消 元 过 程 . 对 於 有 特殊 结构 的 公式 来 说 ， 的 确 仍 然 可 以 消 元 . 
HPE SEKER APAREA SRECA AT 
rb. PERPE AR AEREE EERE 
ATTIRE AA , e—a ATR AAEE R 
才 成 1， 半 时 它 和 与 制定 问题 的 关联 也 将 更 篇 复杂 . 

在 符号 方面 说 来 ,第 二 粗 次 的 刘 词 演算 是 -一 个 自足 的 僻 域 ,而 
个 理由 我 们 才 把 它 特 立 一 秘 ， 但 在 过 人 鲜 域内 的 探究 ,除却 上 面 已 
提 到 的 一 些 特例 外 , 悉 平 是 没有 的 . 


52. 谓词 谓词 的 引入 : 数 且 概念 的 选辑 卡 理 


GEZEI TEE Gë nien pn D HR AEN, ep RER 
Së RE BE bi ER Së e int, ARR BETERS RA nn e EI ur 
EM. RO RENEI RLE EA, ESIN 
例如 , RARA (z)(4-F(z)) MERRE. ETAY 
(IEN PLAT, 其 第 一 空位 被 命题 4 RA 0 et Di 
一 元 户 词 RAR. 
对 一 个 假 命题 4 及 每 一 个 FF, 天 保 PLA. EI 都 成 立 : 对 一 个 时 
命题 4, 只 有 使 (x)F(x) 成 立 的 了 才 使 过 关 傈 成 工 , 
另外 一 些 例 子 是 二 元 调 蛮 的 自 反 性 、 兰 称 性 及 可 传 性 .这些 
性 质 相 应 论 三 个 谓 镜 :Ref(R) ,Sym(R) 及 Tr(R) :它们 都 以 二 元 请 
1) SD W. Ackermann: Untersuchungen über das FEliminationsproblem der 


mathematischen Legik. Math. Ann., Bd. 110(1934).—Zum Eliminations- 
problem der mathematischen Logik. Math. Ann., Bd. 114 (1935). 


rei m re AS. mt L 
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si SD. GIE HARRE F : 

Ref(R): (x)R(x,x), 

Sym(R): (x)(y) (R(x,y)—*R(y ,x)), 

Tr(R): (x)(y)(z)[R(r,Y) & R(y,2)—>R(x,z)1. 

谓 说 三 (x ,y)(x 层 等 於 y) 具 有 道 三 个 性 筑 , 反 之 ,请 鹿 过 (x,y) 
却 只 具有 可 传 性 . 因此 ;公式 Ref( 三 ),Sym( 三 ) ,Tr( 三 ) 及 Tr(<) 
表示 黄 命 题 ,而 Ref(<) 及 Semi) 是 假 命 题 . 

二 元 的 谓词 谓词 可 沁 SEIT Ael F GIS. En E ee ES 
过 式 (x) (F(x) 一 G(x)), DU F S G HARAR A ARIE REKL Y 
RO. SMR MER MAREA TADE Unv(F,G) S48 
涵 性 Imp(F,G) ;它们 可 符号 地 定义 如 下 : 

(x) (F(x) V G(x)), 
(x) (F(x)—G(x))., 

但 是 我 们 的 符号 站 不 因 过 榜 的 理解 而 有 上 所 推广 ， 因 篇 过 些 裔 
词 谓 词 可 以 借助 於 以 前 演算 的 工具 来 表示 ,而 公式 Ref(R),Sym(R) 
等 可 以 只 党 作 和 编写 ， 推广 的 出 现 首先 在 於 引 入 谓 刘 谓词 释 元 ,部 
MERE SRy R a RaR EN T. (Dräi: 
KHRTREBAEEN, HARKER EARE TAE 
Sal EEA TE, RR AJE H , 5A Rina a RATIER 
优点 . 

第 一 个 重要 的 应 用 是 数目 概念 的 膛 辑 探究 .一 个 数目 小 非 本 
闵 的 客体 而 只 是 一个 性 质 . ABMA AE AHRS ERE 
各 合体 自己 以 该 数目 起 性 质 ， 因 乱 每 一 客体 都 只 是 一 个 1 内 而 
以 外 的 数目 纸 不 能 通用 检 它 .反之 ,数目 却 是 某 概 念 ( 写 联系 吉 些 
个 体 的 ) 的 性 里 例如 ,“ 洲 数 篇 五 ” 这 事实 息 不 能 表 迷 篇 : 个 数 
5 出 现 於 每 一 个 训 上 : 反之 ,“ 篇 洲 ”" 台 个 请 词 却 有 下 列 性 质 : E 
HHS 5 AIS E 

因此 ,数目 是 语词 的 一 个 性 质 , 在 我 们 的 演算 中 , 一 个 确定 的 
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数 印 表示 篇 一 个 砍 定 的 谓词 讲 词 。 表 过 式 的 数目 的 重要 性 在 於 : 
wA., 数 0,1,2 序 彰 前 谓 鹿 0(8) ,1(F) ,2(F) 可 
MATRAN H: 
0(F): (Ex)F(zx). 
(CA x PE F 成立”) 
1(F): (Ex)[F Cal (Fy)—E(r,y))]. 

(“有 一 个 x 使 F(x) a, 2GDRS JE F) 成 立 的 y 都 与 x 司 
等 ”.) 

(F); (ENEE, EEFDE IE) V =(y,2)])}. 
(“ 有 了 两 个 不 同 的 xy 使 下 成 立 ， 而 每 一 个 使 F(z) Roh z SKER > 
或 y 屋 等 .) 

南 个 襄 词 Ff 奥 G 的 等 数 性 亦 可 理解 篇 一 个 谓 宰 谓词 Glz(F,G)， 
AE FR GERERE AE F 成 立 的 客体 与 使 G 成 立 的 客 
体 可 以 一 对 一 地 对 应 ,因此 Glz (F,G) 便 可 以 由 以 下 表 过 和 式 定 闵 : 

(ER){ (x) [ERGCz) 一 (BEYy)CRCzy) & G(y))] & 0) [GO)—> 

(Ex) CR(x,y) & FCx))] & (x) O) ICRC ,y) &R(x,z)— 

三 (y,2)) & (R(x,z) & R(y,z)>=(x,y))]}. 

EKITEA. KHA, i F GATE 
Dë 28 ca. manm FENE m, Së GEJE n, MARRE HE, ës 
FVG ÆI m+n. 

REDIERE , HR 

1+1=2, 2+3=5 
SR A EAER E E, 例如 ,等 式 1 十 上 一 2? 
Hl ZE, 
(F)(G)({Unv(F,G) & 1(F) & 1(G)]=2(F V G)); 
ER RKEHERIRHERA, RERI RARA] Unv 2AA iana Í 
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S 2 Hai CERERA E R nS. 

— AA D ir GI ARR LRK. BEA anah sn 
DE a . 02 E E 

kuini FA G EE NN EAAS IEE. 
kR Aana FA G 不 是 等 数 的 , 那 @ 至 多 只 能 对 两 齐 测 和 和 眉 C Z 
一 成 并 . 

F O SIREH AJER RE T. 

(FAGA (OC E GCC) 一 Glz(F Ge Të Ee GIE, GG). 

BRRR ERER 8@ PANE. SE SEN WE 
SICA RIERA R: 

ew Steg) d olzb Sky 而 具有 Kc 3(®@) BI. 

如 果 RPEN 2. 在 什 e 下 具有 KER 3(0) 组 3tV) 的 两 位 
谓词 谓词 人 与 玫 是 定义 篇 同一 数 的 , 那 未 我 们 便 这 到 了 困 灵 ， 通 
iert. OCP) Bl Op) RDSE iiel P AER, D 
此 人 须 下 面 关 保 成 并: 

(P) (OP) ~ECP)). 


BEARRA a A A RA A R. a RA 
Ire 情况 出 现 : HRH A KARAR A D0 BGEA 
SH GEET 
闵 符 数 109 与 10 十 1 ARRERA R, JBR O ER bt op eg P 
GEO dE E 


(P O(P) ~P (P)) 
GE R T E ÉI O T RRR RA. 
TS ER HE, RILAR ERRI pn, BHAE 


Ee EE EISE 
d oUnI ES, ZC A H ur On 
T LRE 09.226 ERS gust SE lo, 
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EE ën 


IHE ARPA BE RATRAT”. 上 面 的 一 些 世 不通 是 使 我 何 正 
MEHER e Er pi DEE SS Hiën OT ERR 


53. Fezeenë AR EES SE SS PRT 


Ze E E DH ER ep AIS, et Le Ces Eé 
GO E E CR Ee EE A A N AE 
HEAS 0 el Z Bien Rë Ge AE Tt Dun II RH A ER e D Pri 
e. MERE , dung Sin Pir RER ER e CR BAS 
Zar pi Rer CO BERS. 

J5 TB, 19 EE E pr E, 我 们 首先 把 集合 与 疾 闵 的 
背 词 , 序 具 有 一 个 空位 的 谓词 看 得 宽 仔 短 些 ， 一 偶 集 合 或 者 由 列 
出 它 的 元 素 而 定 闵 , 或 者 定义 篇 使 一 定 的 裔 记 成 立 的 那 一 系 客 体 . 
俱 定 集合 的 第 一 种 方法 (只 是 对 於 有 限 集 合 才 可 能 ), 我 们 无 需 特 
别 加 以 考虑 。 因 乱 , 每 一 个 由 列 出 其 元 素 而 定 闵 的 集合 , 亦 可 以 借 
助 礁 一 谓词 而 定 闵 。 例如 ,由 三 个 个 体 a,b,c 而 组 成 的 集合 ,可 以 
党 作 使 下 烈 瘟 讽 成 立 的 客体 x* 的 集合 

= (x,a) V 三 (x ,2) Ma cl 

ENEE TEE 但 是 我 们 必须 注 
音 , 每 个 谓词 的 从 人 叭 一 地 确定 相应 的 集合 , 即 ， o. ERMENI 
SZ. J8 HE ERRERA AR, 反之 ,一 个 集 
合 可 以 由 种 种 不 同 种 关 的 谓词 水 定 闵 . 例如 ,等 深 三 角形 集合 内 
”等 角 三 角形 集合 相同 ,数学 以 外 的 例子 如 :现在 生存 的 反 和 舅 短 器 现 
在 生存 的 偶 路 类 相同 . 

ABRI P 与 0 确定 辣 一 和 集合 的 必要 与 充分 休 件 基 , B A ARA 
闽 等 价 , 即 它们 满足 状 保 式 Aeqa(P, Q) IREN CG) (P(x)~0(x))， 因 


i 


1) PAINAMAAN, A DRS RERET HIE Gap, 1922. 
AKH, A PRENAR ERAR) 
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DIS ëppes L. nH aina Aeq(P;,O) 不 外 是 指 已 与 9 恒 等 . 

正如 我 们 可 以 把 刘 齐 理解 作 和 集合 一 样 ， 我 们 可 以 把 一 元 的 衣 
menad FO) 理解 作 集 合 的 性 质 。 要 使 得 过 种 看 法 入 可能， 必须 
F HeRR D 成 立 或 不 成 立 过 件 事 能 锡 由 己 所 局 的 集合 唯一 地 
侯 定 ,根据 上面 的 注意 ， 和 制定 远 事 的 条 件 是 , 把 等 翁 的 谓词 代入 玉 
的 钨 目 不 合 所 得 的 命题 续 让 凌 或 站 假 。 因此 , 谓 询 F 必须 满足 下 
而 的 符号 关 傈 式 

(P)(O){Aecq(P,O0)—(F(P)—F(0))), 

E HI See MCF). 

例如 , RTA Don RH nP aA aE Seit BIE E aE 
里 ,我们 亦 可 把 数 看 作 和 集合 的 性 质 . 把 数 看 作 集 合 的 性 质 比 之 把 
BEER WR ERRA TARER E Eeim EN SS E 
RR RIRS o B H ATR EER A AS. 

GE ER m KI BORE AI HET E EEGEN 
之 间 的 天保。 每 一 个 集合 的 集合 都 可 通过 属於 它 的 集合 所 公共 具 
有 的 性 质 而 定义 . 

MEESCH 和 与 GO), EPRE 
条件 ap) EMG). 如 果 适 两 个 集合 诊 词 F 与 G 对 认同 样 的 
和 集合 薄 凌 或 站 假 , 那 末 它们 便 砍 定 同一 的 集合 的 和 集合 。 ”因此 关 傈 
A (P)GCF(P) 一 CCP)) EER, 由 下 与 G 所 对 话 的 第 合 的 集合 是 
Zenn, 

对 广义 菠 算 所 作 的 集合 论 解 释 亦 可 以 推广 到 具有 多 个 空位 的 
zët RSR, ,y) 都 从 一 切 可 能 的 有 序 对 偶 (x ,y) 中 挑 
让 出 一 个 确定 的 有 序 对 偶 集 , 即 , 使 R(x ,y) 成 立 的 那些 对 侦 (z ,y) 
DIS. SIS Aeq(R1,R2) KLF, BE O) (Ri 一 
R(x ,y)) 成 立时 ,两 户 词 RiR 所 对 应 的 集 便 全 等 . 要 使 得 一 个 讲 
说 谓词 FCR) 可 以 理解 篇 所 对 应 的 集合 的 谓词 , 写 必 须 斋 合 关 傈 式 

(R1) (R2) (Aeq(R; , R2) (F(R )—>F(R2)) X. 
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具有 三 个 及 多 个 空位 的 语词 准 此 . 

由 此 可 以 看 出 ,广义 演算 饰 可 以 作 和 纯 选 辑 的 解释 , 亦 可 以 作 集 
合 论 的 人 解释， 数论 可 以 完全 依照 集合 论 的 解释 而 处理. 我 们 已 经 
看 见 ,定义 数目 的 谓词 请 鹿 亦 可 以 理解 作 集 合 的 谓词 。 其 次 ,我 们 
EZISHGA, AERAR E E RRR OCP) EECH 
傈 式 | 

(P)CØO(P) ~Y (P)), 
me SE CES i e — i. 

HEE nI, ARSO. KRR E, 
数目 是 一 个 谓词 谓词 ， 它 对 於 所 有 等 数 性 的 谓词 亦 只 对 众 道 样 的 
谓词 成 立 ， 裔 蛮 的 等 数 性 相应 於 和 集合 的 等 价 性 (过 襄 等 从 性 理解 
篇 通常 的 集合 论 的 普 闵 ).。 因此 由 数目 的 还 辑 概念 我 们 便 得 到 数 
目的 集合 论 概 念 ; 这 时 一 数 不 外 是 与 一 个 固定 的 集合 相等 价 的 所 
有 集合 所 和 组 成 的 集合 . 

我 们 现在 坛 看 ， 集 合 验 中 通常 的 概念 如 何在 演算 中 找到 了 写 
ii CT ES Se 

TICE Pi) ERREA, BA EC 
P (x) V P(x) Prša Hi. Pi(x) & P,(x) CH P E P: 的 交 SH GU 
R (r) (Pi(x) 一 Pa(x)) RR, 那 末 Pi 便 包 含 谎 P, 之 内 或 
P, 篇 P 的 子 集合 . 如 果 两 集合 PiP: 的 元 素 可 以 一 对 一 地 相对 
HE, 那 末 P, 与 P; 便 晤 等 价 的 。 写 的 符号 表 违 式 奥 音 衣 的 等 数 性 
的 表 过 式 相 同 . 

KER 
(OOA LRCz y) & Rlar eje Ely, 2) ] & ERC, zip Ry,2)— (x,y)]) 
或 者 简短 地 记 篇 EindCR) , 意 指 , 关 傈 R(x,y) 只 要 写成 立 , 是 两 面 
章 值 的 . 因此 P, ger, 的 ( 牺 合 论 上 的 ) 等 价 性 的 符号 表 过 式 是 : 

CER){ (x) [P (x)— (Ey) (R(X,y) & Ply))] & 

&(y)[P2(y)— (Ex) (R(x,y) & Pi(x))] & Eind(R)). 


一 一 一 一 
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är 也 定义 一 集合 , 那 末 所 有 有 它 的 子 集合 的 集合 可 由 一 个 确定 
Ao iR RaRa Te(P) [或 更 通 当 地 用 TetP,D)|] 而 表示 .。 每 一 个 使 
Te(P) 成 立 的 谓 鹿 了 都 必须 具有 以 下 性 质 , BIG Di Ser D 的 
TR. 因此 Te(CP) 可 由 以 下 表 过 式 来 定义 : 
(x) (P(x)—D(x)). 
设 F(P) 表示 某 一 个 集合 的 集合 . 这 集合 的 集合 的 例 集 的 
元 来 x 可 如 下 到 划 , 即 宛 个 至 少 是 使 得 F (P) 成 立 的 P Prin 
人 能 合 中 的 一 元 素 . 因此 作 需 伴 集 的 定义 的 表 过 式 我 们 有 
(EP)(F(P) & P(x)). 
集合 的 策 合 的 交集 的 元 素 可 如 下 定 闵 ， BIG RS JIP) 成 
THES PHTK. KIEZERS 
(P) (F(P)—>P(x)). 
EAMES P HORI AER HAR R, EER 
K JLRME AIE HR, mg RA EAR y EREE 
对 偶 (x,y) 成 立 , 或 者 对 於 对 偶 (y,x) R, RIPER P SD 
IF SÉ Ob "Eppes IP ul Die me E 
(x) OIP (x) & Ply) & P(2)]>[R(x,x) & (E(x,y) V 
V RExyY) VR(y,x)) & (R(x,y) & Ry,22— R(x ,2))])}. 
我 们 把 半 公 式 简 记 往 Or D, HI. 
如 果 以 下 命题 是 一 个 芙 命 题 : 
O(P, R)&(Q){ (x) CO (xP (x))> Ey) [OE 
x (z)(9(0s) 一 三 (yz] V RC(y,z))] 
RPB A P E R i R DA RF GUBE i e R Gira 
用 相应 的 方法 ， 我 倍 可 对 在 : 集合 论 中 使 用 的 其 家 有 所 于 的 概念 
Ai IIe br HI Rit, 


ZEIT EE? 
ET TE TARRE RIGHT E 
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榜 广 大 的 表 过 可 能 性 . 每 一 个 含有 自由 谓词 伙 元 F 的 公式 ,都 可 
以 理解 入 -一 个 个 别 的 谓词 谓 询 。 HEK RPE MASIA IRR a 
笛 元 ， 一 和 个 舍 有 过 种 多 元 的 公式 又 表示 一 个 个 别 的 以 训 词 请 宰 往 
秽 目 的 谓词 等 等 ， 过 种 柳 作 可 以 随意 延伸 下 去 . 

GËT EE 
作 广义 的 客体 我 们 要 问 ,能 否 随 使 地 把 得 些 魔 闵 客体 连 精 而 成 
一 个 中 一 的 客体 域 , 使 得 除却 个 让 彰 蛮 、 渭 启 调 前 等 以 外 , ST 
直接 地 长 亩 阐 ， 兹 旦 过 种 新 个 山 域 内 的 每 一 个 滑 蛮 仍 属於 该 个 体 
Si 在 得 情形 下 ,一 个 谓词 必然 可 以 作乱 它 自 身 的 笠 目 ， 相 应 地 ， 
对 谓 鹿 亩 前 等 概念 亦 须 同样 地 作 一般 性 的 理解 . 

我 们 由 狭义 衣 启 党 算出 发 而 上 升 到 高 级 谓 调 的 方法 对 论 过 杆 
看 法 范 泊 有 答 出 任 休 才 助 、 因 和 塌 , 在 前 条 和 节 的 兰花 中 RARER 
是 讨论 个 体 刘 前、 过年 个体 硼 蛮 的 彰 诅 等 等 . 但 是 半 稳 一般 的 前 
询 败 念 在 不 准确 的 日 常用 语 中 确 是 有 的 9?. 现在 可 以 证 明 , 荐 榜 的 
RRRA EERE ER EAER. MERA 
ZS. ESO här T ARA ARERR gl), TURA 
补 逐 悍 的 意义 或 就 集合 花 的 意 闵 来 输出 ， 过 须 看 我 们 对 谓词 演算 
用 哪 一 个 意义 而 定 ， 革 於 半 些 矛 盾 现 在 我 们 猴 出 一 些 例子 . 

z FEI JH Str 本 身 是 一 个 谓词 ,所 以 PE) 
是 一 个 命题 , 它 可 叶 可 假使 得 P(P) 篇 凌 命 题 的 那 种 裔 词 词 词 可 
ERRO) (F 对 年 何 客 钵 不成立 ) 的 否定 , 即 画 数 0(F) 篇 例子 ， 
七 可 定义 需 (Exz)F(z)。0(0) 是 CEF)0(EF) 的 缩写 , 它 双 可 写 篇 CEP) 
(Ex)F(x). 后 潍 的 众 是 一 个 车 断 营 , 因 它 说 ,有 一 谓词 及 一 客 
ya r 使 F(x) R”. 

反之 ,0(0) 是 -- 个 假 命 题 。 因 篇 根据 0 的 定义 有 

0C0) ~ (EFIO(F)~ CEF) (Ex)F(x)~ CPI (Ex)F (x). 


1) 站 演算 的 集合 给 商 攻 襄 , 它 相 当 失 素 机 集合 询 的 纶 法 . 


TT ret phi A rh 
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Zë SeR Jmpëeg, Gaas zess pn 
立 . 

内 此 我 们 可 把 表 过 式 P(P) 理 解 作 P 的 谓词 , 避 训 说 表示 以 下 
GEET KEES EE EE ETA EE 
“P ERRAR”). WAS Pa 及 Pd 本 身 都 是 调 词 谓 漳 ， 所 以 表 过 式 : 
Pz(Pz) 及 Pz(Pz) 都 有 意义 . 或 者 Pd(PZ) 是 芙 的 ,部 衣 蛮 Pa 是 
可 适用 於 自身 ,因而 Pal PdA. 或 者 P4(P4) 是 假 的 ,着 时 谓词 
ën Pd 不 适用 於 自身 , 郎 PaPa) 是 美的 ， 因 此 得 出 

Pa(Ba) ~Pa(pd). : 
BRENTA, EE 

BERRE SE e em RPI TIE E ës 0 e eg 
表示 . SEHR kg Sal SES Pd 的 是 所 有 e a 己 篇 元 来 的 集合 
的 集合 。 过 集合 从 它 构 念 的 本 身 来 说 便 是 矛盾 的 , 因 篇 根据 它 的 
定义 , 它 是 它 自身 的 元 素 当 且 仅 党 它 非 自 身 的 元 素 时 . 

要 说 的 第 二 个 祥 论 希 脐 哲 学 家 们 早已 知道 ， 它 的 最 简单 的 表 
述 是 : RAAR: “RRI, 或 者 更 清楚 地 ,“ 我 现在 说 一 个 假名 
T HAREMA, CER, EA, CEB. 

EE RMA te, i p 表示 一 个 确 
定 的 人 ,而 t AMAER. ÆRA e 
ZA pH TAARA: p 在 时 间 间 隔 : 内 所 断 普 的 一 切 都 是 假 
的 ”: 此 外 , PÆRE * 再 不 再 说 出 别 的 话 。 过 个 假设 不 会 是 矛盾 
的 , 因 篇 人 人 的确 可 以 故意 地 使 写实 现 ， 乱 了 用 玩 辑 于 号 表示 写 ， 
我 们 把 P 所 瑶 的 命题 记 霞 4, mm Salz SE Bh(X) 表示 :“$ 在 时 
HRR t DS X”, 其 中 作 篇 多 上 自 X 的 值 的 是 每 一 个 命题 . 

借助 於 过 些 记号 首先 我 们 可 把 命题 A 表 成 以 下 公式 

(X)(Bh(X)—>X); 
HRPE, Dn ERREK :内 说 出 A 但 不 再 说 别 的 , 便 可 
由 下 列 两 个 公式 表示 : 
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Bh(2%); (X)(Bh(X)— 三 (A,X)). 
矛盾 使 照 下 列 方 式 出 现 。 在 里 公式 ASA 内 把 第 二 项 的 3 代 
以 命题 (X)(Bh(CX) 一 XX) , 它 确 是 命题 % 的 符号 表示 式 . 因此 便 得 
A (X) (Bh(X)—X). 

依照 演算 的 规则 可 把 全 称号 (X) 除 去 ,得 

A (Bh(X)—X), 
代入 得 

UA—> (Bh DA), 
PARIE PJ DAZA éd P DIS SS 

Bh COU). A). 
GEI HE e 


dech 
EE CEET HABA I 
di—(X) (Bh(X)—X), 
Gei z 
N+ EX) (Bh(X) & X), 
其 次 ,由 我 们 已 , 假 讼 篇 吐 的 公式 
(X)(Bh(X)— 三 (2,X)) 
可 每 
(X) (Bh(X) & Kal. SIS X). 
因而 
(EX) (Bh(X) & X)— (EX) (=U,X) & X), 
故 得 


有 一 (EX)( 三 (9 和 ) & X) 《 甲 ) 

但 由 恒 等 性 的 意义 可 知 三 (A,X) & X 一 4 是 一 个 里 公式 、 由 

捷 根 据 规 则 y) 得 
(EX) (三 (A,X) & X), 
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EYA 8 E e a CT D ra DI 

WA, 
H ASA A ASA A EAA E A a A5 SEA 
HER RPE H 7AF. 

REBIS H S HRR, EMME ZERRE. 一 个 
R TARRE T: Eih, e Ra A EKI RUIEN 
HHE ERA ,都 需要 一 定 的 最 低 限 度 的 肝癌， 因此 人 在 有 
限时 间 之 内 有 限 多 的 人 只 能 记 出 有 限 多 倍数 . 另 一 方面 , 数 是 无 
吧 多 个 的 .。 因此 在 20 世态 内 住 在 地 球 上 的 人 当然 不 能 匆 记 出 所 
有 的 数 . 在 20 屁 筷 所 没有 记 出 的 数 中 必 有 一 个 最 小 者 .。 但 关 个 
数 的 确 已 在 20 世 和 中 记 出 来 了 : 因 篇 我 已 各 把 它 用 下 列 方 式 确 
E EE 20 志和 所 没有 记 出 来 的 数 中 的 最 小 者 ， 因 此 存在 有 一 -个 
Sin. EHR DN eg En, 

P J BI AE RE br E gë Hr e Di. RPH GG PS 
EE E 
HRR MR ET gp ar, Ee H RREA RE 
AKERI ET DEI E e de SH), Bir Ge DÉI e CR end IS 
— p EKE r 成 立 但 对 任何 其 它 的 数 部 不 成 立 ?， 道 样 我 们 
"ën FH RAiN: 

SE SERGE ERT Eer 
Di e ne bn ul P DÉI, eg < 之 (x,y) 仍 如 前 表示 
dai x 小 於 刀 :过 谓 蛮 的 空位 是 只 十 以 正 整 数 的 . 

其 次 ,篇 篇 短 起 见 EREA 

P(x) & (y) (PC 一 三 (zy)) 
BLIS DE(P, x) ERR, x DR) P KER. IE 
(EP) (DECP,x) & Scr(P)) 


D 数 可 理解 篇 请 阅 剖 出 着 一 点 ,在 现在 的 对 论 中 是 不 必 笨 及 的 ， 
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省 略 记 以 符 咏 Dsc{x)， 
因此 ,Dsc(z) 意 指 : 在 二 十 世态 所 寅 出 的 符号 表 迷 式 中 ,至 少 
DR DÉI SE Cl Ri. AARE R, RER 
Dsc(x)&(y) (<(y,x)—Dsc(y)) 
二 篇 Mds(x), 因 此 Mds (oO) EJE: r 是 二 十 上 世纪 内 未 信 符 号 地 定义 
的 最 小 的 数 . 
我 俩 引入 下 烈 公 式 作 篇 公 理 : 首 先是 关 傈 <(z 的 基本 性 质 


OCC 


(x) < (x,x), 
DOED ley) E <ly Le al. 
(x)(y) (Er,y) V <r,y) V <(y,x)), 
(Ex)P(x)— (Ex)[P(x) & (YC<(y,x)—P(y))]. 
人 在 这 四 个 公理 由 ,前 三 侦 意 指 : 天保 达 (x,y) 把 整数 排序 ,而 最 合 一 
个 公理 说 FC ETI EMA RIF). 其 次 ;我 们 把 下 面 事 实 的 符号 
KEARAH, EEIE E MIARA BEITE 20 世纪 内 符号 地 定义 
(Ex)Dsc(x), 
最 后 ; 公式 Scr(Mds) JME AH, "Ca. BAR Mds(x) KREA 
在 20 EEA WHR T.S Joore, 因 篇 上 面 我 们 已 
KGE Mds(x) 的 表 过 式 写 出 来 了 . 
现在 我 们 可 以 推 遵 下 烈 的 形式 推理 。 在 公式 
(Ex)P(x)—(Ex)[P(x) & (Cy) (<(y,x) Py))] 
中 我 们 把 P 代 以 Dsc, 得 
(Ex)Dsc(x)-— (Ex)| Dsc(x) & Wy) Dse(y))]. 
内 篇 (Kx)Dsc(x) 是 美的 ,我 们 得 
(Ex)| Dsc(x) & (y) (<(y,x)—Dsc(y))], 
和 绸 和 用 类 写生 号 Mds(x) 得 : 
(Ex)Mds(x). CN 
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根据 Mds 的 定义 我 们 有 了 头 合式 
Mds(x) 一 Dsc(x) . (Z) 
其 次 ,借助 於 所 建立 的 公理 可 以 推出 公式 
Mds(x)—Mds(x) & (y) (Mds(y)— 三 (x ,y)),， 
ED 
Mds(x)—DIf(Mds ,x). (P) 
公式 两 与 己 合 做 可 得 
Mds(x)—>Dsc(x) & Df(Mds,x). 
根据 相 赂 於 公 式 (34) 的 规则 我 们 又 得 
(Ex) Mds (x)—(Ex) (Dsc(x) & Df(Mds,x)). 
DS (Ex)Mds(x) 已 经 区 有 明 ( 按 见 ( 甲 )), 故 由 药酒 规则 得 
(Ex) (Dsc(x) & Df(Mds ,x)). 
若 册 加 大 已 建立 篇 公理 的 公式 Scr(Mds) ,我 们 得 
(Ex) (Dsc(x) & DE(Mds, x) & Scr(Mds)}. (T) 
栋 据 公理 f) LEDA 
F(O)—>(EP)F(P). 
如 果 把 O 代 以 Mds, 而 FfP) 代 以 (Ex){Dsc(x)& Df(P,x)&Scr(P)})， 
我 们 便 得 
(Ex) {Dsc(x) & DEC(Mds ,x) & SerCMds) ks 
—>(EP)(Ex){Dsc(x) & DE(P ,x) & Scr(P)}. 
因 往 前 件 是 一 个 已 如 公式 ( 丁 ) , 故 得 
z (EP) (Ex){ Dsc(x) & DE(P,x) & Scr(P)}. (成 ) 
因 篇 前 面 的 量 户 可 以 交换 ,又 因 篇 (起 ,相应 斌 公式 (4267)) 
(EP){A&F(P)}~A & (EP)F(P), 


ih URF 
(Ex){Dsc(x) & (EP) (DE(P,x) & Scer(P))}. 
车 应 用 缩写 记号 Dsc, i BARE E 
(Ex) {Dsc(x) & Dsc(x)). 
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另 一 方面 ; 若 对 公式 (21) 作 代 大 ;我 何 双 可 推出 公式 

(x) (Dsc(x) V Dsc(x)). 
根据 对偶 原 则 最 后 过 两 个 公式 却 是 彼此 否定 的 ， 因 此 我 们 得 到 一 
FJA. 

FEEF A, RAE SE Ek FAR , EE e 0 ERI 
de SD nl AE h EE TE EE mr SS PARI ERRE E 
GERREA AUR H LE DE, WRK, Con PS Ze 
出 通 的 ,整个 演算 便 这 无 总 闵 了 。 

HERPE lg re R DUR 1EB E e e DT Ré 
推论 来 呢 ? 第 一 个 评论 很 明显 地 指出 , 在 本 段 天 首 不 所 描写 的 那 
一 种 无 区 别 的 谓词 概念 是 不 能 用 的 , 因 篇 一 万 音 写 ,我们 便 把 矛盾 
IRC SCH E HEINR IRH D BRE, RIRE J E 
WERTET EMR, CAR ERRE En E LA OT AN 
KK IR RRE 

Bh[(x)Bh(X) 一 X)] 与 (X)[Bh(X)— 三 (X ,(YXBh(Y)>Y))] 
之 加 的 不 可 斋 和 性 ,第 三 个 评论 所 表示 的 是 
(Ex)Dsc(x), Scr(Mds) 


以 及 

(P){CEx)P (x)— (Ex) [P(x) & (y) (<(y,x)— Py))])} 
之 天 的 不 可 调和 性 . 而 道 些 世 如 中 没有 一 个 是 表示 各 输 公式 的 ， 
GE eg RR IR 又 叫做 Gënz, 根本 与 我 们 的 演算 无 
SS, TTT ENEE 
BT EPKIN RME Se Dirk pa SS ënn KE, 
就 我 们 的 演算 而 论 2 EE SR EI SES TE MEDIE SS, 
EE EI CEA 


1) 天 锥 字 闵 芝 尘 得 的 一 个 新 碟 理 可 涯 痢 , 例 如 ,Tarskl A.: Der Wahrheitsbcgriff 
in den formalisierten Sprachen, Studia Philosophica. Leopoli, 1935, 
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Ee EE EEN EE 


3. BRAX 


现在 的 周 题 是 : 把 因 引 和 大 高 级 请 词 而 推广 了 的 清算 来 系 获 地 
EER. 前 一 凶 的 而 论 稿 困 答 我 们 指出 了 ,我们 -个 能 狗 便 用 和 扰 谋 别 
的 谢 词 概念 而 必须 根据 六 的 炙 目 而 把 它 个 加 以 卫 别 . 在 我 个 的 
演算 中 有 天 便 章 味 着 : 只 有 半 共 同一 类 的 谓 阐 才能 使 用 公共 的 谓 刘 
Si. 

GEIER EE BARR EPRS A ME dE E 
同 的 种 或 型 . 半 些 齐 鹿 叫做 第 一 层次 的 谓词 . 所 请 第 ZRR KR 
LS Staten. rn elt aIH geb ml, E 
REL S BRAE bé pe Sl/ES Sp OER aR RIJPER 
Zë DÉI cr DD IR ën D Se pm A rel Dt el 相应 地 , IRA 
得 到 第 三 层次 、 Ze 次 的 有 阐 竺 等， Eet left Cake o 
丁字 母 表示 ， EE ET 天 窟 拉丁 字 ERER. 引入 每 一 个 请 说 
AJG, VARROE He GHE, KARAR A PHR 
AÈ, R e le o EE WE e REJCE. 

2 TEE Oh en SR lr DUR, FRA nl bm E DH 
TEDE. (88 DÉI le mg 0 e .如果 一 个 谓 鹿 秋元 有 7 IR 
位 ,而 科目 的 型 相 麻 地 篇 eg" 则 以 (elya yan) BL RABH Bn] 
名 元 的 型 。 例如 , CG) CHEM ar D e CC Je A D eg nl pi A. 
Së ol D SH EAHA E Ra, "us AN H Ee. 
本 章 $2 所 论述 的 谓词 中 ,Sym AA C(G,i)),0(F) 有 型 ((2)), 3(@) 
有 型 (CD))) ,Imp AW (O, G FE. 

谓词 的 这 种 层次 结 梳 以 及 建 基 蕉 它 之 上 的 演算 力 由 惊 特 黑 骸 
办 素 在 他 俩 的 基本 著作 数学 原理 中 首先 引入 堆 愤 撮 界 来 的 ， 除 
却 用 到 上 述 的 语词 的 惜 芭 别 外 dk P 类 理论)， 过 两 位 著者 迁 用 到 | 
REKARED, PARAI x SEN TE 
体 谓 词 都 算 作 一 个 外 -的 型 是 不 合理 的 ， Aa GR AMUAK R ERI 
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定 荡 而 再 区 分 .例如 ,一 个 借助 於 某 些 谓词 的 全 称号 与 存在 号 而 定 
义 的 介 误 谓词 , 它 的 型 便 比 之 最 简 哩 级 的 自体 请 订 篇 高 ,后 者 悦 特 
RAER OHR E BAY” (pridikative) 个体 谓词 。 这 侦 分 支 短 型 论 
HRES TED EARRAK. 但 道 是 不 必要 的 , 因 篇 正 

如 我 们 已 经 看 网 的 , GATARA Auaha A, 此 外 七 还 引 
起 六 量 的 困 风 ,我 们 在 本 叫 的 第 一 版 已 深入 计 论 过 . AHE AE 
篇 军 层 次 演算 的 不 矛盾 性 已 经 可 以 用 更 箭 单 的 方式 座 明 了 Dik, 
我 们 更 没有 详 寻 和 讨论 症 个 理论 的 需要 了 . 

如 果 现 在 我 们 圾 要 转 到 层次 演算 的 疾 和 和 结构 去 ， 那 未 我们 还 
Aaen IR zën) sat. Zem 
Araik F RR: eh 其 中 总 出 锋 旧 而 用 这 
号 分 并. 如 果 请 词 黎 元 的 实 位 只 答 多 元 卉 补 , 于 未 着 个 帘 法 是 足 
Fj. EE AEE E E E 上 
例如 , 设 F 是 (中 ) 型 的 谓词 继 元 , 其 空位 确定 邱 是 涩 给 一 司 -…- 元 
ASAIR. ME: G 表示 -一 个 二 元 个 钥 齐 户 的 微 元 .我 们 可 由 C 
而 作出 释 元 * 的 请 询 如 下 : G(x,x),G(x,y),G(ly,x), 4A iR in 
e GE E 我 们 不 能 铬 直接 表示 出 ,对 於 温 些 襄 词 中 的 某 
AE, FERRI AA, WRR E FCG), OI TD 
来 ，G Siem 48.222 SMEA RAAE EER. 
设 引 入 (i) Apel UH. MRA RR F SAREI G RE , o 
用 下 列 公 式 


(EH) CECH) & (x)(H(x)~ Gx ,x))), 

(EH) (FCI) e (x) (H~G) 

(EH) (F(H}) & TEE 2), 
或 公式 

(H) (Cx) CH(x)~G(x,x))—F(H)), 

LI Ire AC HL I~ G(x,y)) FH)), 

(H)((x)(H(x)~G(y,x)) FH)) 
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imam o EN -一 一 


REN. 
但 是 我 们 亦 可 以 再 建立 一 种 形式 朵 系 ， 而 无 顷 利 用 窟 法 的 更 
ge. RERED: 语词 多元 的 代 久 规则 [类 似 於 狂 义 请 词汇 算 的 规 
HJ a3) RRP, 而 层次 演算 和 的 公理 结构 可 以 完全 壮 似 於 我 们 
热 悉 的 狭义 彰 蛮 省 算 的 结构 但 篇 此 我 人 必得 把 写法 释 得 稍 和 起 复 
杂 一 些 . 在 上 述 的 情形 中 ,我们 可 如 下 进行 ,部 对 释 元 下 加 入 一 个 
mu x 作 篇 是 码 ， 因 此 我 们 用 
FA(G(x,x)); FG(x,y)); FG(y,x)) 
作 篇 上述 三 个 命题 的 符号 表达 式 . 在 过 三 公式 中 , 释 元 * 是 一 个 
约束 释 元 ,因而 可 改 乱 同 种 类 的 另 一 个 释 元 ， 例 如 以 下 三 公式 
F,(G(z,2)); F.(G(z,y)); F.(G(y,2)) 


SE gege, 

Zn Dune IR EE Track CEREREM 
EE 了 是 过 样 的 一 个 
AG. Ge E — ER, ETHES F WRBA. 如 果 G 
NENG GEET 

Sé 

Hu, Hy: Hais a? e3 Daa" Har, 


1 


篇 一 些 杰 元 ,而 He Hu, 是 作坊 G4 RA. IR FEH TA 
的 足 三 


Fp SH} Hau? `" 3 Rain? WW: Hna? 3Hnin® 


侦 别 谓词 记 咏 杰 然 ， 今 尝 一 些 例 子 ， Sym(R) 须 寅 篇 Symxy (RL, 
y)), Imp(F,G) Së SE Impa (Fei, Gil, 在 $2 中 所 用 的 公式 
30) ARA 3 (9(F)), 其 中 FF 有 ON, 我 们 看 见 ,是 码 窟 法 答 
形式 体 孙 带 来 一 个 蜂 重 的 负担 ， 因 此 在 下 文 我 们 顾 意 建 基 礁 带 箭 
DIS. 
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TERRORA ALA, REPERE ATO. 命 
BEHEARE. 壮 的 砍 是 可 省 的 , 因 篇 每 一 个 售 有 售 题 
科 元 的 公式 都 可 的 以 一 个 等 价 的 公式 ,其 中 没有 命题 多 元 的 (上 见 本 
章 51)， 党 然 , 对 从 公式 的 到 用 还 是 要 根据 命题 演算 的 规划 的 . 

首先 ,我 们 定义 型 . 型 是 经 过 有 限 次 应 用 以 下 规 刚 而 得 的 : 

L i 是 一 型 . 

2. App ac E DN. DE (aa, fal 亦 是 一 型 。 

作乱 公式 的 基本 成 分 的 是 

1. AB Më véi. 

, Sr 

See AT FEMRA- AREA ELAN EH A. 
Sr. MARERE A E ARR EA: R o, 
M EMARIARI E MRE. KÉEN LECH 
Ee AC te F, H. FEH PI, ci Sgr, BINAE 
II Je rb Di Sg et rr ep e e, DI LR ie e E RI 
AREAS EA, RPE ERR RET H, HRH 
RRIT. 如 果 辣 一 拉丁 字 评 而 本 以 不 同 的 型 号 ， 我 们 是 当 作 不 
闻 的 变 元 看 待 的 ， 

3。 关 於 客体 人 释 元 及 外 词 继 元 的 全 稳 号 及 存在 号 ,， 即 是 没 ， 放 
在 括号 内 的 秋元 或 加 了 EE 以 合 再 放 人 括号 内 的 楼 元 . 

A. 谓词 记号 (个 别 读 鹿 记 号). 和 表 以 大 写 希 肢 裤 母 或 者 大 如 

丁字 母后 跟 以 小 写 拉 丁字 母 的 和 组合, 有 了 时 又 用 其 它 训 号 EAN 

Ans pi es Rina Deg äs eebe E Deng UM EU 
w DILL ere Dir e Di Di 0 MERZ. 
5， 括 号 ， 
个 合 如 果 想 表 过 不 夏 定 种 类 的 型 ， 其 准确 形状 我 们 不 想 给 出 


1) 2egsorgz A Church 所 稚 弘 导 次 演算 的 和 结 槛 。 一 Church,，A.: A formula- 
tion of the simple theory of types. Journ. Symb. Logic 5 (1940), 
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或 不 能 给 出 ,可 使 用 小 希腊 字母 。 过 只 是 需 了 使 得 下 烈 的 规划 能 
锡 就 一 切 可 能 的 型 而 表述 之 故 ， 在 形式 体系 本 身 冰 没有 出 现 变 的 
类 型 。 在 以 和 后 的 规则 表述 中 以 及 以 后 的 讨论 中 ,我 们 永 这 只 设想 
非 缩写 的 型 忆 号 ,只 在 实际 书写 一 公式 蛙 才 用 缩写 记号 . 

关於 公式 的 构成 ,我 们 有 下 列 的 规则 : 

1， 设 有 一 个 (aae, ,0;) 型 的 良 鹿 秋元 或 谓词 有 号， 如 果 
在 区 变 元 或 衣 记 电站 之 使 ， 作 一 括号， 放 人 用 到 多 分 开 的 依 交 以 
a 0 篇 型 的 炙 元 或 个 别 记号 , 便 释 成一 公式 例如; F (Gx) 
BAR GEK, MERTEK, RE F(G,x) 已 很 足以 表示 诗 
- F RANT. 所 以 在 谓词 本 身 及 量词 处 ,其 实 不 必 再 标 出 类 型 
记号 。 但 下 文 仍 按 作 者 原文 不 疏 ). 

令 合 ， 如 果 一 公式 含有 一 炙 元 但 不 含有 该 多 元 所 属 的 公称 号 
或 存在 号 ,我 们 便 说 着 多元 以 自由 形式 出 现 从 该 公式 中 .。 如 果 最 
后 一 人 条件 不 满足 ,我 们 便 说 它 以 暂 束 形式 出 现 於 该 公式 中 ， 

2. 裔 有 一 公式 以 自由 形式 含有 一 个 多元 ,如 果 我 们 把 着 公式 
前 面 放 证 相应 的 至 称号 或 存在 号 ,而 把 该 公式 用 括号 括 之 ,我 们 又 
得 一 个 新 公式 ， 原 公式 吓 做 相应 的 全 称号 或 存在 号 的 作用 域 ， 如 
果 该 公式 的 开 首 不 本 来 有 -一个 至 称号 或 存在 号 ， 其 作用 域 已 延展 
到 整个 公式 之 未 , 那 示 蔷 公 式 无 顷 用 括号 括 之 。 

3, 如 果 开 需 一 公式 , 则 五 亦 是 一 公式 . 

4. 如果 %[ 伍 % 需 公式 ,站 且 没 有 相同 的 秋元 在 其 中 之 一 不 以 
自由 形式 出 现 , 而 在 另 一 公式 处 以 葛 束 形式 出 现 , 那 未 (A) & (3)， 
(W v (8), (UD), ~V) FEAR. 有 下 殉情 形 之 一 时 ， 
A 与 8 外 面 的 括号 可 以 省 去 :如 果 寻 与 3 中 不 含有 记号 S, Ve, 
~: 或 者 它们 是 以 否定 符号 填 认 上 时 ; 或 者 它们 是 以 公称 号 或 存 
在 号 开始 , 其 作用 域 又 延展 从 整个 公式 之 上 时 ; 或 者 半 与 号 具有 
D VE 之 形 而 构 造 B, AB, AB 时 ; 或 者 它们 是 D & GE 之 形 而 
构造 UB 与 OD. 


Tr E 
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现在 我 人 建立 永 里 公式 的 公理 系统 .我 人 取 下 列 公 式 人 作息 基 
本 公式 . 

I .如 芙 在 命题 演算 的 永 凌 公式 中 把 同一 个 命题 多元 不 处 都 
代 以 同一 公式 ,所 得 的 每 一 个 公式 都 是 基本 公式 .过 让 必 须 注 意 ， 
通过 代入 以 后 必须 仍 成 一 个 公式 . 

下， 每 一 个 形 如 


(XDF (X +P VI YS) OT. 1) 
的 公式 及 形 如 
FO (yY*)—>(EX)FO (X°) (II, 2) 
的 公式 都 是 基本 公式 . 


下 .每 一 个 形 如 
(XHEYBG BL: YP) EF 月 )[(X<)JCBEYPGPFte Bir, YP) & 
& GP e. vm & (Lsv zf tie Div: , YP) a FPC ZH)—> 
一 (了 (8) (T® (vin LÉI (Z£) IN ] 
的 公式 .是 一 个 基本 公式 . 
这 个 公式 是 .上 面 的 第 二 丑 次 谓词 演算 中 公理 g 的 推广 . 
DW. Ze ARTI én 
(XP) UN Bail Frën," Belt WË, Kalen TË" "Bal, Xia] — 
—+( (AB1 "all CEP "Bal ) 一 4 di TOMATEN (《GCpi pn) ) ) , 
的 公式 是 一 个 基本 公式 . 这个 外 延性 基本 公式 说 明 ,在 我 们 的 澳 
算 中 ,一 齐 词 的 所 有 性 里 只 和 宅 的 外 延 有 关 而 和 它 的 内 涵 ( 内 容 意 
闵 一 一 绎 者 ) 无 天， 七 相应 论 集 合 葵 中 的 确定 性 公理 (BREKK, 
§3). 
Y. SO, Miel 篇 一 公式 , 售 有 自由 多 元 X11,，… Ni, 
但 此 外 不 含有 其 它 自由 秋元 。 裔 864 …n 篇 一 侦 谓 鹿 记 号 ,不 出 
现 於 AX, Kiel 中 ， 那 末 可 把 
Bilon, el (Kn, , Kiel cc ll XH en , Kal 
ZER En Dn A, SE tr SIB Dë ee e ee, (8 
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须 注 意 , 每 个 请 词 记 号 只 尤 诗 通 过 鞍 样 的 公式 来 引入 ， 此 和 外 我 们 
还 说 ， 通 过 台 种 公式 所 3 人 信 的 谓词 记号 是 依赖 於 在 等 式 石 这 出 现 
的 记号 .我 鸽 必须 建立 定义 串 ,使 每 每 个 彼 定 闵 的 户 说 都 只 依赖 
JERE PEKER AARE Ra aa. 

现在 我 们 趟 就 基本 公式 答 出 一 些 例 子 . 

a) F(x) 一 (x) VFCx) 力 基 本 公式 工 之 一 例 ，, 因 篇 4 一 A V4 
ëmt. RAR, ， 

b) (x) F(x) Ey) : (XI)F(X) FO): COF(X)— F(Y) ; 
F(y)—> (Ex) (x); FCOY)— > (EX)F(X): F(Y)—>(EX)F(X) MEAE 
本 公式 II 的 例子 . 

c) 基本 公式 IT 的 最 简 四 例子 是 

Cr) (Ey) G Cx y) >EE) LC) Ey) Ely) & G(X) & 
xlr) Cy) ECx, y) & Ël >TO) ~i Ce). 

d) 基本 公式 IV 的 例子 是 : o F 

(x) (GSH x) ) > de est HI 


(OE N ~Ë ay) EECH 
e) ERREFE 

Eleyi PESE), 

=F, ,OD AE AGE)), 

REO ~ EC, x), 

OOMOO yEy, x)), 

gedo ) O) CE slk FO a), 2)), 

Imp(F, COANE >G). 

8 BR EE rier LA Er Dirt. BRR ole Ak — ARREK 
Ree leg Sr pn JD. iesim Pis lie Dr 8 alte. li 
El EE EE 

现在 我 们 葵 出 推演 规则 ， 
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ai) 一 个 自由 急 元 可 代 以 同型 的 多 元 或 个 别 记 号 ， 只 人 须 在 过 
企稳 元 出 现 的 各 不 都 同时 代入 . 如 果 代 久 以 一 个 多 元 , 旧 新 秋元 
必须 在 原来 公式 中 不 以 约束 形式 而 出 现 . 

a2) 设 是 一 个 已 推出 的 公式 ， 其 中 有 一 个 语词 稳 元 以 自由 
形式 出 更 , 设 入 Fn) 而且 宪 出 更 的 每 一 不, 其 各 空位 都 卉 以 
铬 元 或 个 加 可 中 Bä DIN il 篇 一 个 公式 , 在 其 中 释 元 
Xa, e Eis 以 自由 形式 而 出 现 , mÆ SL PER pm H 
DEET A 中 以 鹊 束 形式 而 出 现 . 此外, 在 中 各 处 的 
Fiaa oan) 的 空位 处 所 起 着 的 释 元 不 应 藤 在 BXD, e, Xar) PIAS 
束 形式 而 出 现 ， 过时 我 们 可 用 下 烈 万 法 从 下 而 得 出 一 个 可 推出 的 
公式 : 依照 假设 , 在 A 中 菏 不 出 现 的 竹 元 Fn 其 多元 空位 不 
卉 着 cj, … an 型 的 纪元 或 个 别 记 号 , BHR An, , Aga, EE A 
不 必 彼 此 互 是 , 宅 们 可 以 部 分 地 或 整个 地 是 同一 的 记号 ， 今 在 
Elei (tin, 9 的 相应 出 现 不 代 以 到 (QT ,205n) ,使 者 如 下 
得 到 , ZE DND Kiel P ALEG Xn ,… ,X27 出现 盛 都 分 别 地 代 
以 ot, Ae, AEREA OUE FOr 的 每 一 个 出 现 看 都 同 
PFET. BR ERAR RAHE B(A, e A 加 上 括号 , 因 篇 季 
省 括号 的 条 件 可 能 在 实行 代 大 上 时 消失 ， 即 划 代 入 和 合 可 能 根本 不 成 
其 篇 公式 ,或 者 LBA, e A 根本 不 成 其 篇 全 式 的 部 分 公式 , BR 
根据 公式 的 构成 规则 不 能 由 3 而 构成 公式 上 时。 例如 , 设 公 式 半 篇 
F(x) & (x) ,如 果 想 对 天 (x) RAAUA G(x) 一 及 (x)，, BERRA 
和 梧 便 得 (GCx) 一 H(x)) & H(zx)。 反之 , nit A D GC) V 
H (x), BERERA E G) VH (x) & Ale). 篇 了 使 得 目 由 Si 
EE 根本 只 有 当 代 太 后 仍然 成 一 公式 时 ， 
RATH F. 

B) HRA A 及 A 一 8 (HE, 由 (2D 一 3 或 AB) 或 
(3D 一 (3)) 可 得 一 新 公式 V, 

Y1) 如 果 我 何 有 一 公式 ASB) ie ABE) ER EF H 
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SITE TEE EE TE EE 
我 们 可 把 EECHELEN 
公式 。 
y2) BASSE) 满足 以 上 规划 所 列 的 条 件 ， 则 由 可 证 公式 
BEA 或 (85(Fe)) 一 9 可 得 一 新 的 可 推 公式 (EF")8(F") 一 站 或 
(EF®) (B(F"))—. 
6) 在 一 公式 中 我 们 可 把 一 个 狗 束 变 元 改 需 另 外 一 个 同型 的 
狗 东 释 元 。 过 个 改名 须 在 作用 域内 不 不 以 及 相应 的 至 舌 号 内 或 存 
在 号 内 实行 ， 过 时 逮 须 假定 ,改名 和 后 仍然 是 一 个 公式 . 如 果 想 改 
名 的 释 元 出 现 多 欢 , 即 有 多 个 作用 域 , 那 未 竹 改 名 可 只 就 一 个 作用 
RETER 
BESJEER ,我们 膛 需要 车 干 熔 写 ， 届 必需 一 个 (( 门 ) 型 
SEENEN 
u (B) 将 是 EOG BO) 的 方便 写法 。 区 
a. ët B (EË) ÜG) & ONB, ~ly) DOE 
ag EALA RE IE AEI EA RA EIS E k, AE 
要 而 引 大 。 
现在 可 性 明 下 列 各 公式 ， 
2) HEGDE). 
b) 由 MCE) 可 推出 GK 
e) UB EC ACG). 
AA a) Sa Hiere IK 
(EG) (UCG) & (OA (Fe) el EE). 
但 基本 公式 IV 有 一 个 是 , , 
COl mE) AF) CO, 
ET E 
AE) & (0) COLE) ren. 
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再 根据 规则 y2) 得 , 
(EF)(A(F) & Leite ies Bailen dt. 
经 通 改 务 与 代入 :我们 可 把 楼 元 交换 ,因此 得 
(EG)(A(G) & (x) (F(x)~ G(x))) AC(F)*. 
[BER E s 中 把 4 代 以 并 和 合 , 便 得 到 公式 a) 的 前 一 年.] 其 次 ， 
FERIER I E Fa) ~E). 借助 於 规则 y1) 得 (x) (F(x) 一 
F(x)): 根据 命题 演算 更 得 
AECE) & EDIC AEDI ACID 
Y 基本 公式 4 CF LEO (G) TERA, 我 们 得 
ar Jet WD Loi E >E NUG) & Lei Hei G(x))), 
"SESCH HCH tr 
a xz) 一 Fax)) 一 (E OYAG) & Le MËLL, 
由 本 公式 与 公式 Sa 再 根据 命题 演算 得 
UF BGH) & (x) F(x) ~ G(x)). 
和 是 公式 a) 的 2 ‘P. HARIR ME wiet IR a). 
对 从 IK AË) 先 根据 公式 a) 得 A.(F(x)), 再 根据 规则 
a2) 得 AL.(B(x)). 
公式 c) SI EE , 
(EG) (ACG) & (x) (Biet (x)))—(EG)(ACG)). 
基本 公式 I 之 一 是 : o 
ACE) & (x) (Bx) bai ) ACÈ), 
由 菇 本 公式 II 作 代入 可 得 o 
AWE — (ECAC). 
ERREA H 可 得 
AE) & (x) (Bx) ~E (x) )> EGA) 


” 根据 规 旭 Y2) 及 8) 便 得 到 公式 c). 


要 对 适 公 理 系 入 所 推出 的 公式 的 一 部 分 有 一 定 的 乌有 同 起 见 ， 
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bm DES RR em pn, Die së ole a pe E CEO AE OO 
Zu DU 2 rn SE vr, AEREE Ui Diet JACE e SS 
FRL, EE ED ECH, RAY AR 
SS Dk MARERA A ERR A Ales R 
立 , 所 以 相应 的 融 层 次 的 公式 亦 可 以 推出 例如 , BALF bra H 
种 推出 公式 中 ,如 果 把 其 中 个 体 释 元 改 篇 型 秋元 ,把 其 中 前 祠 释 
ap, d, D RSR ER Fr, GO, HO 等 ,我 们 仍 得 一 个 可 
推 民 式 。 我 们 只 须 把 狭义 请 诅 少 算 中 相应 公式 的 东明 作 通 芝 的 改 
SIT. 例如 , 孩 义 衣 衣 演算 中 的 可 推 公式 《第 三 本 ，$6 公式 
(36)) 
(Ex) (y)F (x,y) (y) (Ex)F (x,y) 
NESEN 
(Ex) (y) Ë (x,y) — Cy) (Ex)Ë (x,y), 
"Hen, Hues, 下 列 公 式 . 
(ENDER, H>H EASE, Ý). 
225 II TIERA EI SH ERR REZAN PE 
至 於 还 做 需 要 求 ,必须 人 至 代 以 同型 的 秋元 ,这 对 疾 闵 启 鹿 演算 中 大 
多 数 的 公式 均 如 此 . 例如 ,只 \ 须 项 当地 把 订 明 更 改 便 可 得 出 
(Ex)(Y)F(x, HF EN Ee, Y). 
堂 然 能 锡 与 犹 闵 谓 诅 菠 算 相 对 应 的 公式 站 未 彤 部 过 系统 中 一 切 可 
推出 的 飞 式 , 因 和 起 我 人 已 有 一 些 基 本 公式 , 定 们 站 不 对 应 讼 狭义 谓 
词 演算 中 的 任何 公式 . 
党 通过 定义 而 引入 个 别 谓 刘 上 时 ， 在 每 个 复 订 公式 中 彼 定 义 式 
均 可 用 定义 式 来 替换 运 -一 点 是 很 篇 重要 的 ， 肖 可 由 下 列 的 殖 换 规 
aile, 这 规则 和 与 第 三 章 87 所 提 到 的 检 换 规则 相似 : 
发 ai en, Kiel E BEX, o, Xi) ARAA, AHA ie 
元 Ae EE REH EA 
CITE e CIE CO A 
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HI, ER CCRLE, 含有 部 分 公式 AX, Xia), 
设 把 着 部 分 公式 代 以 B(X, o, Xg) HUE C 多 成 E'。 那 就 可 以 
rem. GI 亦 是 一 个 可 以 公式 ( 须 假设 C 仍 是 一 公式 )， 只 要 
把 约束 稳 元 适当 地 改名 , 那 未 C 需 一 公式 适 一 点 永 下 可 以 办 到 . 
我 个 可 根据 C 与 @' 中 的 部 分 公式 的 个 数 而 鳞 纳 地 全 明和 过 定 
HH ERAUR, UC, e Wiel 与 DU ,Xr) 的 芙 部 分 公 
式 不 必 计 入 (过 样 一 来 可 使 E 与 C 的 部 分 公式 个 数 相 同 ). 如 果 
部 分 公式 个 数 是 1， 那 未 E~@' ARR AX, e Xi) ~D (ND, 
… ,Xan) , 极 据 假设 ,我 们 的 共 营 是 美的 。 至 於 由 > 至 = 十 工 的 扒 
论 , 可 仿 第 三 章 47 证明 规则 这 时 的 方法 来 妖 朋 ,下 注 蕊 下 列 情 疯 ， 
那 电 所 用 的 规则 及 可 区 公式 对 座 现 在 考 碟 中 的 所 有 各 型 都 是 成 立 
的 ， 还 可 注意 , 在 & 中 出 现 的 部 分 公式 AC), 不必 恰 巧 便 是 含 
有 多元 Ni in, ARE C 中 把 一 个 部 分 公式 (YE1,… Kiel 
ii el, E E EIER Hr pn, DIE br AX, Kiel 
一 SCXT Xi) KOBA T Oe Reen, Kiel, 
膛 须 注意 的 ,过 个 有 公理 系 区 薄 没有 欠 出 一 切 永 捧 肥 式 , 事 似 上 
亦 不 可 能 存在 有 -一 个 具 过 种 完 人 生性 的 公理 系 葡 0. 过 倒 不 是 因 篇 
在 推出 永 甘 丈 式 有 时 永 器 需要 汶 | 原 理 及 新 基本 思考 ， 而 倒是 因 篇 党 
菠 明 某 一 层次 的 永 芙 公式 时 需要 更 高 层次 的 永 美 公式 ， 例如 ,下 
面 我 们 可 以 东明 ， 在 第 二 层次 请 词 演算 中 作 篇 基本 公式 的 基 一 个 
公式 ,在 层次 演算 中 却 是 可 以 菠 明 的 。 但 是 我 们 所 建立 的 层次 演 
算 却 和 不 是 最 合 的 烙 束 。 因 篇 我 们 可 以 把 第 克 眉 次 所 六 应 的 序 烧 
延 伟 到 第 二 类 序数 去 。 不 过 各 梯 的 延伸 过 训 不 再 讨论 . 
现在 我 们 群 烛 -一些 计 论 上 面 提 到 的 关於 第 二 层次 谓 齐 省 算 的 
刻 。 试 比较 过 庄 的 公理 系 匡 以 及 上 面 所 建立 的 第 二 层次 谓 现 演算 
的 公理 系 和 统 , RIER R, PEKER h) PRH HERSEN 


LI Ska. MIRE 1 ARAYE IR NER ang, 


ERAD ee i — En LT WEE 
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K. 各个 推荐 将 是 : 
(XD CEFB1 Pad) Ala Barbad (Xe F BaPa) 
(EG PaPa) (X) (EF PiP AC Or) (Ya) (FB1 Pa (Yia, 
YBa) w G OPB (Xe, YEr, e, YEA) Se A BrP Fiën Bai), 
第 二 ER RERA RA h) 则 租 应 於 下 烈 的 特例 : o 
Le EE), F) (EĞ HL EE Mar ËM G(x,y)) & Alx EH), 
如 果 F RE It pe One bail pn kr e EE ET 
需 基 本 公式 , Di. gr ease P, 由 於 人 们 不 能 感 理 所 
需要 的 秋元 种 类 之 夏 而 不 能 从 明 ,但 现在 却 是 可 诅 明 的 了 ， | 
RE DIS Dn rr DAD), AASE EIEI A A H 
ZMO gring Eind 如 下 ， D 
EindCA)~ (x) (È) CG) (4 lx, È) & AGC EF,G)). 


en, EiT ER: 
=(F, OO~D CATA. 
PHRIF Hl SC HD M 
TEG ô) & B(G >B). GR 
因 篇 ,由 基本 公式 GOFF), 再 根据 规则 a1) 及 9) 作 代 入 
SEET, 


CD CAE AO BSB). 
DIR SE A A RLU ET Ty e (R). RA | 
Eind(d) & 1G. F) & Ate. OLAI. Gi (Z) 
TEH, E h Eind 的 定义 用 相似 的 方法 而 得 。 又 根据 命题 演 
E 


Ba, È) > (Fy Bs EE(Y))), ( 丙 ) 
再 由 基本 公式 正 作 代入 得 
DEER (T) 


1) FRR AE 2 版 完稿 时 已 由 P. Bernays 先生 舍 知 作者 . 
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(P), 《本 ) 合 任 再 根据 命题 演 REEE 
BC, FPF) (EG) (B(x, G) & G(Y))™. 

WEIER Eind 所 给 出 BBA). Veäm KE 

Bis, È) & Eind(B) & B(x, G) &G(y) SEF,G)& Gy). OÈ) 
由 上 EE 

=(F,G)& BCG) —B(È) 
作 代 .和 ,可 得 公式 WD 
=(F,G) & G(y)—>È (y). (E) 
因此 由 (成 )( 已 ) 可 f 可 得 
Bis, EIS Eind(B) & BG, G) & GF (y). 
根据 命题 演算 的 规则 TIEDRE 篇 
Bis & Gy) (B(x,F) & Eind(B)—F(y)). 

根据 规则 Y2) 我 们 再 得 

(EG) (B(x,G)& DIE F) & Eind(B)>ÈŻ(y)). 
ARR N RTR EIE e k AARBEIE T f 

B(x, È) & Eind(B)—( (ECG) (B(x,G) & Gy)) EF(y)). 
由 最 后 示 时 公式 及 公式 4) 可 得 

B, È) & Eind (B)—>((EĠ) (Bis? & G(y)) ~F(y)). 
AWARIE Y1) 把 O) 放 在 后 件 的 前 面 ， 再 根据 全 题 演算 而 科 
形 便 得 17 17 1 A 

A(x,F)&B(x,F)&EindB)—y Ulass EG Wl. G&G) A(x, F). 

由 最 VE I S I, ERRU y1) M y2) 得 
(x) (EÈ) (4 (e, F) & B(x,F)) & Eind(B)— 

—> (x) (EÈ) [ (y) (È O~ (EG) (Bt) & ĠO))) & Alx, dt nie 
由 基本 公式 I, 2 根据 oi) 与 5) 而 作 多 元 改名 便 每 公式 ATC 
一 (ER)4( 晶 ) MERATE o 

(x) (CEE) Ge) (Ely) ~C Lei) & Alx, È) fen 
— (EH)(x) (EF)I(yY) (ED ~Ë Cax,y)) & A(x, Eil. 
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根据 规划 a2) 把 Eley) RA (EG) (B(x,G)&G(y)) ,再 与 (*) 合 
PENIG 13 3 Wé 
(x) (EF)}CA(xF) & Bx,F)) & Eind(B)— 
i SERO EFO EONA EY)) & dies E E, 
H= = 的 定 闵 及 命题 注 SEAIN] ke 
(er x Eet, tf tem (Eis, F WBa OÈ, Gu. 
由 此 再 麻 用 基本 公式 II ,1 RA y1) kW? A 
(x) (F) (G) Blk) & B(x, EE GA F )~7 (Gill 
—>(x)F)(G) Bt, EI & Blr,G)— EF,G)). 
再 应 用 Eind geht 
Le EG DL, F) & Ble CTATOEN YT (G yy Ein EI 
SE 及 ( ) 青 应 用 全 是 演 算 可 得 
Loi (EF) (Ale, F) & B(x, F))& (x) (FE) (G) (B(x, È) «B(x,0)— 
z TNTE ODG H Ma WEE Mia Laien HL 211 & Ars EI. 
ee y2) 把 (EB) POEMARI FFRI ERA E, 
结果 其 (EB) (Cx) (EFA & (x) (E) C(G)B)— (EË) (x) (ERC JE, th 


”名 之 需 ( 庚 )]， 根据 基本 公式 HI ; GENEE 


KEE E 


Gi (EP)A (È) (EB){ G) (EEA È) & Biest 
CONEX BÈ) «B OT TOST. G 
把 过 两 公式 ( 庚 ),( 辛 ) 合 俐 ,再 作 释 元 改名 , 即 得 我 们 的 斯 于， 
该 公理 系统 的 其 七 推理 可 见 艾 下 一 节 中 . 
若 推 广 第 二 章 $9 所 用 的 方法 ,层次 演算 的 不 矛盾 性 可 很 简单 
MPIRE, 


1) Sp A. Tarski: Einige Betrachtungen über die Begriffe der w-Wider- 
spruchsfreiheit und der w-Vollstindigkeit. Mh. Math. Physik, Bd. (40) 
(1933). Gentzen, G.: Die Widerspruchsfreiheit der Stufealogik. Math. 
Zeitschr., Bd. 41 (1936). 
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$6. 层次 演算 的 应 用 


当 由 某 一 理论 内 的 公理 导出 推荐 时 ,层次 淘 算 亦 极 有 用 不 ,其 
方式 正如 在 第 三 和 $11 内 对 锋 闵 语词 演算 所 详 奸 针 述 的 型 样 。 运 
时 ， 需 把 交 些 公理 作 篇 新 的 基本 公式 加 到 府 次 注 算 的 慰 输 基本 公 
Abk. MRAPA V 而 定义 的 个 别 谓词 现在 还 须 增 加 一 些 
新 的 个 别 谓词 , 宅 们 以 新 增加 的 公理 作 篇 攻 定 纱 的 . 俩 狂 义 调剂 
演算 不 同 的 是 ， 关 本 公理 及 结论 方面 现在 有 一 个 广泛 的 表 迷 可 能 
性 .我 们 现在 想 用 一 个 例子 来 说 明 丑 次 演算 的 麻 用 . 

篇 此 ;我 们 试 讨论 实数 论 基础 Don EE Gs. RREA 
是 通过 适当 的 公理 系 攻 和 而 引入 的 ;, 写 是 化 县 到 才 理 数 去 的 . 因此 ， 
我 们 把 有 理 数 当 作 个 体 域 内 的 客体 .， 算术 的 基本 关公 如 加 法 \、 瑟 
法 、 大 小 关 保 等 可 洱 明 适当 的 公理 而 引 和 人, 不 过 我 们 不 预备 写 出 ， 
因 往 在 和 合 面 下 不 用 到 .， 泥 於 “x bt y "我们 用 记号 过 (x,y) 表示 . 
要 把 实数 化 中 到 有 理 数 去 ,在 数学 中 借 使 用 种 种 不 同 的 方法 . 例 
如 ， 可 借助 於 康 托 的 基本 数列 而 定义 一 实数 或 借助 太一 个 乱 器 十 
进 小 数 或 二 进 小 数 来 定 闵 。 但 与 避 辑 相连 柔 时 最 适 兽 的 号 炙 健全 
(Dedekind) 的 方法 ， 

狄 德 金 把 实数 定义 篇 一 “分 烛 ”, 朗 把 有 理 数 划分 成 两 类 的 一 
种 分 法 ,而 具有 下 述 的 “分 划 性 筑 ”. 

L. 十 类 中 每 一 类 至 少 舍 有 一 个 有 理 数 . 

2. 第 一 类 中 没有 最 大 的 有 理 数 . 

3, 如果 一 有 理 数 属於 第 一 沽 , 邢 末 所 有 更 小 的 有 理 数 亦 属於 
第 一 类 . 

在 上 述 冰 种 区 分 中 ,我 们 永 这 只 须 考 碟 两 类 中 的 第 一 类, 巫 把 
EANA ERE, GI Bike e R E DIER sie rs, 

GIE E, EAE a P, P 
pE PAZAR: 


ero- terner n 


1, (Ex)P(x)& (Ex)P (x) 
(“通过 户 (x) 及 户 (x) 所 确定 的 两 类 都 不 是 空 的 ”)， 

2. (x){Plx)— (Ey)(<(x,y) & P(y))) 
《“ 半 於 每 一 个 具有 性 贤 P 的 有 理 数 ,都 有 一 个 更 大 的 数 , 也 有 具有 性 
T P”). 

3. (x){Plx)—>(y) (<(y,x)—P(y)))} 
(“如 果 x RETER P, BRAA DEDKA LRA ER P”). 

现在 我 们 用 下 式 定义 一 个 个 别 谓词 

Sc(P)~1.&2.& 3., 

WA 1., 2., 3. 乃 指 上 面 答 以 这 样 入 号 的 三 个 公式 .。 Sc(P) 意 指 : 
“P 表示 一 实数 .” 0 

我 们 用 Flies EMER EECH 

EE(P,O0)~(x) (P(x)—0(r)). 

再 用 下 式 定 gesch Mr: o , 

o Mr(4)~ (P) (4 (P Sc(P)) & (FEP)L(P) 。 
Mr(4) 音 指 :“A4 表示 实数 的 一 个 (不 空 ) 牺 . 

对 一 实数 策 言 ,如 果 有 一 实数 大 於 或 等 於 臣 集中 每 一 数 ,我 们 
EREKE. MERAH FREAR Sch: 

Sch (P, 4) ~Me (4) ssc(P)s(9)04(9) 一 三 (0 站 )， 

Sch(P,4) 总 指 :4 是 一 个 实数 集 , 而 P? 篇 天 集 的 上 用 . 

就 实数 葵 基 础 言 , 非 常 重要 的 是 俩 朋 下 述 的 定理 : 如 果 一 个 实 
数 集 有 一 上 界 , 它 使 有 一 -上 途 界 ， 序 有 最 小 的 上 界 . 

我 们 想 圣 者 个 定理 答 出 订 明 ， EE EH 
SP hee G () 00 

(EP)Sch(P,A)— EPH{ Sch, AR Sc ld lëeëchtbR, 4) 一 三 (PR))} 

上 砍 界 存在 性 的 数学 证明 ,如 果 窟 成 最 简单 的 形式 便 是 :对 所 

其 虞 的 一 集 实 数 (实际 上 是 一 集 的 (一 堆 的) 第 一 层次 的 集 ) 作 出 其 
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gr. ARATE S3 DER 4 REITER CEP) (P(x)s 
A(P)) KET. PPTA EE H SI ole A ES. 
EERE Ann Lenk, Totam, ABEREEK 
式 中 含有 (EP), KEU EERDER RE, EA 
EPUA H REZ). 
首先 ,我 们 用 下 式 引 入 一 个 个 别 Sa 
Vg, 1 EP) CP (a) Se AÈ) & Au, 
GIAI, Vg(x， AN 意 指 :“x 篇 4 HERE CSS) 的 元 
SS ) 
下 面 公式 是 基本 公式 I 中 的 一 个 : o 
ACÒ) & (4(9) 一 Sc(O)) 一 Sc(CO) & A(O). 


由 基本 公式 开 作 代入 得 公式 
(P)(C4(P) 一 Sc(PD)) 一 (4(9) 一 Sc(CO))， 
根据 Sc 的 定义 可 得 公式 


sc(0) 一 (Ex)G(z) wsScCO)， 
把 过 三 公式 合 俩 得 
ACO) (PXA E DW (Ó) &Sc(ġ). (F) 
由 基本 公式 工 作 代 人 得 公式 o 
(Ex)O(x)& ACÒ) & Sc(O)— (EP)((Ex)P(x) x A(P)& Sc(P), (H) 
由 (于) (十 ) 泪 使 用 规则 Y2) 可 得 o 
(ERJA) (PXA) ët È) EPEE (xJ APES). CGD 
ZP G O 
(Ex)P(x) & A(P) &Sc(È)—(Ex) (P(x) & ACÈ) & Sc(P)) 
是 可 推出 的 (参见 第 三 章 $8 公式 (26')), 再 应用 规则 7 及 公式 (34)， 
27 O (9) 
(EP)((Ex)P(x)& AP J&S P) EP NEEJ AP JESP). (I0) 
D 


162 K E E Së SZ A 


(EPE NË el ACP)uSc(P)) >ExYEPNP( dU sdf Em. (ki 

ELIS Ze $8 公式 ( 29“) 之 故 , 由 ( 寅 ) ;( 卵 ) ， LE: 可 得 

(EP\A(P)& (PCX(BP ef IECEPXPx) & A) & Sc(P)). 
洪 考 感到 Mr 与 Vg 的 定义 ， 我 们 得 o 
Mr(A)— (Ex)Vg(x,A)., (1) 
由 Sch 及 Se ka () CX) 
Sch(R,4)->Sc(R) & (O) (4 (Ó) (0,R)), 
Sc(R)— (Ex)R(x), 

改 得 LG) E) d 
Sch(R,A)— (Ex)R(x) (OIC4CO) 一 友 (9 RD)) (已 ) 

根据 三 三 -的 定义 ,我们 得 

EP,R)—=(P(y) Ry)), 
PAR BRATR DESETI TEE, 得 
Eege 
改 得 Li LG) (9) u- 一 一 
(4 ( 户 ) 一 到 (人 PR)) 一 (4 人 (PP 一 《RD 一 大 (7y))) 

再 与 基本 公式、 II SSC 
(OLM ST R) —>(4P)—>(RO)>PG))). 

Pac NIERE Go e H 、 一 
(9)(4(9) 一 三 (RD)) 一 KRC) 一 4CP) 一 PCy))) 
ERO RENA F O 

OCO E (O, R) RGA P) Brain Se), 
We y1) fr — 
(9) (4 VE 三 (9， EE & PO): & Se(P))), 
(OAO EO , KRYR EPXA P) & PO) & SPY 
(参见 第 三 章 $6 ,公式 33d)). 
再 应 用 规则 Ae 


UU pr eer "` 
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OOS EO, SE oe Ee Pa) SCE), 
VE 已 ) 合 余 可 得 
Sch(R, DEARG & (aX R(x (A EPNAP) & P(x)& Set DI (EF) 
根据 公式 (34), 76 H, 我 们 得 
(OCR CO (EP) WI & Px) & gc biii-a 
—>( (Ex) R(x) (Ex) í (EP) (ACÈ) & P(x) & ScCP)))., 
ETENEE: EA BACAH. 
Sch R, A)— (Ex ) CEB) CAC Pis P(x) & Sc(P)). 
由 此 根据 规则 Y2) EMF Vs gek 可 得 
(EPYSch(P, =E Vgl, D. (2) 
其 次 ,出 Sc AERIS 
Se(P)—> (x) (Px) (Es) (< (x,z) & PCz))). 
区 者 麻 用 基本 公式 UI 之 一 得 
Set Die PY (Ez) (< (ys) & Pz))). 
"en WI RUE 
(y) & AC) & Sc(É)—(Ez)(<(y,z)&P(z)) & ACE) & Sc(P), 
b () () 
Ply)& AC(P)& Sc Das ta, zip Pl) i A(P)& Sc(P)) CR) 
(参看 公式 26 >» 31 H). 洲 对 基本 公式 开 之 一 作 代 人 可 得 
P(z) & ACÈ) & Sc(P)— (EÒ) (O (z) ACÒ) &Sc(0)) 
由 此 又 得 o o 
<(y,2)& D(z) & AÈ) & Scl Pia < (y, sl & (EONO(z) & A(O) & Sc( QO)) 
或 


< ab Ple) AEN Se(P) (y) & Vg(z, A). 
因 可 把 (Ez) 同时 放 在 一 亲 泗 式 的 前 件 与 合作 的 前 面 ， gel 
(Ez\(<(y,2)&P(z)& AÈ) & Sce( PY) (EX <ly, z) a V g(z， Am 
AE at AERP 
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Piy) & ACP) & Se(P)—> (Er) (< (y,2) & ës, Ai. 
EATE CEP) HORNI PRRIAIE : SRAD Vg DIE RM 
有 LL) GO ` 
Vgly, 4 一 (FEz)(<(yz) & Vg(z, A)). 


HEHH y1) RATAA 可 得 o 
(x) (Netz, A ep ul <Q, y) & Vg(y, A))). (3) 


由 Sc 的 定义 可 得 
ge (inte (P(x)— (y) (<(y,x)—P(y))), 
或 者 麻 用 基本 公式 I,1 
| Sc($)—(È(x)—(<(y,x)>È(y))), 
R EAEE m EANA EAEI o 
P(x)& ACÈ) a Set Dit (y, x) >P (y) & AC) &Sc(P))), 
E EAGER EAA II;2 及 规则 Y2) 得 
(EPYP(x)& AC) & Set Dat <ly x) >EE) & ACP) & Sc(P))). 
再 引入 Vg 得 
Vglr, d ) 一 《人 < 人 75xz) 一 Vg(Y A)). 
经 过 两 次 应 用 规则 y1), 最 人 后 得 
(x)(Vglx, A PLO Vg(y, 4))). (4) 
HARRA II, 2 之 一 作 代 和 人 得 
ACÒ) & Ox) gsSc(O) 一 CEP)CPCc) & AC(P) & Sc(P)) 
或 © 0 
ACO) & Olx) &Sc(O)— Vg(x, A). 
经过 命题 演算 的 磋 形 正 详 用 规则 Y1) 又 得 o 
ACO) & Sc(Ó)—(x) (Ò (x)—>Vg(x,4)), (H) 
由 Mr 的 定义 得 o v 
Mr(4)— (Å) (4 (ġ)—>Sc(ġ)), 
再 应 用 基本 公式 1, 1 之 一 及 命题 演算 的 多 形 得 


人 一 
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Met MATT ssc(9))， 
RER CRAE HE o 
Met Ant Tat Oase, 4))). 
HEMA yi) 得 
MrC4) 一 (0)(C4(C9) 一 (人 )(O(Cx) 一 Vg(x， 2))). (5) 
此 外 , 下 面 是 一 一 个 永 中 的 命题 公式 
(ACO) (Olr) RC) ))—> (Olr) & ACO) & Sc(O)—R(x)). 
DIR H. t 之 一 得 
AOOO =R) & 4 (0) & Sele ORG). 
EE SHER ;我 们 得 
(LAOS, R))—>(O (x) uACO) Bet Ota, 
BARFE AE ESL KIRI PEIA PE 前 面 Kell 全 称号 : 
ONAE, R))—> (P) P(x) & AÈ) &Sc($)—>R(x)). 
Wësse EEN 高 型 永 足 式 , 我 们 得 
(0)(4(0)—E(0,R)—((EPNP(x) & ACÈ) & Se Ën Be, 
"PT Ve RERE t OO ou 
(9)G49) 一 至 (9 RD)) 一 (Vg(zd) 一 RCzr))， 
HEJAR ri 得 i 
(9O)(4(9) 一 至 (9， R))> (a) (Vgl, 全 一 Ce))， (E) 
由 Sch MERA GO () CX) 
Sch(R 4) 一 (0)GC4C9) 一 三 (9 ,RD))， 
把 适 公 式 与 公式 ( 丁 ) 合 任 , 东 加 入 一 个 前 件 ;得 
Sc RI Sch(R,A)—+ (x) (Vg(x,A)—R(x)). 
再 应 用 规则 y1) 即 得 
(R) CSeCR) & Sch(R,4))—(x)(Vgl(x,A)=>R(x))). ` (ei 
现在 我 们 把 所 得 的 辕 果 ;公式 4) 至 (6) 合 在 一 起 ， 依照 Sch 的 定 
SP Sch(P, 4A) 一 Mz(4), 再 应 用 规则 7Y2) 得 (EP)Sch(P， A}—>Mr(4), 
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TEPPE (1) 与 公式 (5) P RI R REE Mr Se mg 
(BEP)Sch(CP 4A): VEH 可 把 公式 (3), (4) Si (6) 的 前 面 
放 冉 CEP)SchCP ， 4). 因此 我 倍 推 出 T FARA: 

(EP)Sch(È, A= r) Vee, D, 

(EÉ )Sch(P, A) (Ex) Vgl, A), 

(EP)Sch(P,A)—> Cr) (Vgl, A)—> (EX < (x, y) & Vg A), 

(EP)Sch(P, D> Vg D> < ge 

(EP)Sch(P, DEO AO O Vgl, ,4))), 

(EP)Sch(P,A)—(RNSc(R) & Sch(R, DENVED RE). 
EECH GER 因 
此 根据 命题 闭 算 ， DI Ee < 公式 可 推出 CEP)Sch(P, A) SACA), d 
因 (EP)Sch(P, EIER , 故 双 得 (EP)Sch(P, DMA LUCA) 
(成 )， Ka EE ACA) 中 把 每 个 Vgl, ,4) ARAT EC), 又 把 每 个 
Vg(y，- 4) SU (ai MR AC) 便 多 成 另 一 公式 , 篇 简短 起 兄 ， 
我 们 把 它 ERR B(A, P). 由 基本 公式 II 2 PERA HIR 

Mr (4) & ACA)—(EÈ) (Mr(A) g BCA, Ei, 

故 由 (成 ) 又 得 o o o 

o (EP) Sch (P, 4)—> (EF) (Mr(A) & B(4,E)). (Z) 
但 83(A,F) 有 以 下 形式 : 

(Ex)F(x) & (Ex)F(x) & (x)( FO) (Ey) (< (xy) &F(y))) & 
alax) (El) X< Cy x >F E CÓ) (AO) (0x)— 
PO)) I) & (R) (ScCR) &Sch(R, A) > (2) (F(x)—>R(x))). 

FE, S 与 三 的 定义 ， 我 们 可 把 (去 )， en 
CEP)Sch(lP, A (EF) (Mr(4) B(A, ak 
换 写 篇 
CEP)Sch(P, A (EF) (Mr(4) & Sc(F) & GIE 
>S (0, EIII & (R)(Sc(R) & Sch(R， MH? KR)). 
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SP Sch MER, RITE SF 
(EP)Sch(P, A EESch(E, A) & (RMSc(R)& Sch. 人 -> Zo, Ei. 
因此 ,上 礁 界 存在 的 定理 便 琶 明了 . 
各个 例子 已 经 足以 表明 ,了 吏 表 过 数学 分 析 的 推理 方式 届 来 , 丑 
次 活 算 是 一 个 适 营 的 工具 . 借助 从 层次 演算 而 把 数学 基 磷 完全 
构造 起 来 的 力 由 司 特 黑 与 中 类 所 完成 了 。 但 他 们 的 讨论 却 由 雁 
使 用 $4 所 提 和 到 的 分 支 类 型 葵 之 故而 弄 得 不 必要 地 复 厅 .， 但 要 和 从 
汪 责 位 著者 的 推 萄 中 而 把 分 支 钴 型 论 消 去 却 兹 没有 什 感 特别 的 困 
ZG blo, ER 只 是 在 很 简单 的 方式 下 蔽 使 用 着 ， 
因 篇 唯一 地 超出 第 二 履 次 的 只 ! 在 从 使 用 了 自由 多元 4. 如 果 不 把 
有 理 数 当 作 个体 引入 ,而 把 它们 党 作 某 一 层次 的 齐 词 而 引信 的 话 ， 
所 用 的 证 明 方 法 仍 可 立即 在 层次 澳 算 中 作出 ， 


7. 对 慎 次 演算 的 最 后 附 主 


要 把 获 闵 奉 词 演算 加 以 推广 ， 使 能 名 阵 任 入 快 地 来 推 基 出 在 
数学 各 颌 域内 出 现 的 复杂 的 推理 式 ,$5 处 所 用 的 方法 , 即 构 作 层 次 
演算 的 方法 ,即使 不 计 及 稻 小 的 形式 上 的 其 办 ,也 不 是 唯一 可 能 的 
方法 .人 考 窗 可 以 说 ,车 篇 了 首 个 目的 , 那 末 根本 不 必 走 出 狭义 户 说 
演算 的 形式 体系 以 外 ， 通 刻 也 可 有 各 种 各 榜 的 可 能 性 ,我 们 在 后 
"Haan Eppes, 

EAA ARR RE ln Rm RrtagImge 
E TE Ee E ek ECK 
Z kt ënn, 我 们 用 特殊 的 记号 ,正如 我 们 在 99 H 
对 於 黑 及 直线 所 作 的 那样 ， 但 不 同 的 客体 俩 域 的 同时 出 现 二 一 卡 


1) Whitehead, A. N. and Russell, B.: Principia Mathematica. 2 IE, $f, 19253 
-一 1927 。 


Loa -me a EN -cr 一 aog edan ET 
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却 可 以 用 101 页 所 指示 的 方法 加 以 各 更 D 即 引 入 谷 别 讲 FE :例如 
T(x) :“x 是 一 个 个 体 ”: A(x) :“x 是 一 个 一 元 个 苯 户 词 ”: 4(x) : 
AEN, ANEN HE 等 
等 3?。 此 外 我 们 还 用 到 下 型 种 郑 的 调 说 : @1(x,y) : “元 调调 > 对 
y 成 立 ”; gx ys) :一 元 谓 蛮 * Ni, A Herr, 借助 於 短 些 认 
,我 们 可 把 层 家 演算 中 的 一 些 公式 ,例如 ， 
(Ex) ECx y) — Cy) CEND ECx,y) 
写成 
Asil CEAN (T(x) ODTOD y) 
—(y) ui (Ex) (x) & lz, x,y)))]. 

MER A PEE RRRA EA ARARA. AR F] 
如 下 得 到 , E EE EE 
些 附加 公理 , 序 含 有 上 述 的 个 别 胡 番 的 公理 ,以 及 在 奏 欢 演算 中 作 
乱 新 基本 公式 及 推理 规则 而 加 入 的 车 些 公理 ， 其 中 有 一 部 分 实在 
是 不 必 加 入 的 , 因 篇 现在 我 们 只 处 理 蔚 一 的 客体 域 ， 由 到 个 公理 
系 芒 而 得 出 新 公式 的 方法 怡 和 第 三 素 $11 所 用 的 一 般 方法 相同 ， 

第 二 个 方法 与 集合 论 的 公理 结构 有 窗 切 连 系 ， 而 和 盾 次 演算 
无 天 .抽象 集合 论 和 与 性 辑 有 特别 密切 的 关 傈 ( 见 第 二 章 $1 及 第 四 


章 $3): 我 们 可 以 说 , 正和 以 前 已 经 股 过 的 一 样 , 在 避 辑 推理 中 永 . 


让 只 牵涉 到 讲 筒 的 外 延 ,因此 焦 合 或 乱 可 用 以 代替 谓词 。 RRE 
RR ab, zën. hA SE. ERC EN (A. Fraenkel)、 

dät CT. von Neumann) 、 伯 页 蒜 大 族人 的 著作 很 好 地 作出 了 , TÈ 
BEKIR BEJM azm MUA. 我们 可 把 集合 论 的 公理 (其 中 
出 现 有 个 别 谓词 如 BIL, al. "Te 篇 集合 y 的 元 来 ” 壬 等 ) 作乱 附加 


1) XA Schmidt, A.: Über deduktive Theorien mit mehreren Sorten von 
Grunddingen. Math. Ann., 115(1937). 


2) 过 亮 的 客体 城 只 有 一 种 ,因此 用 不 匡 类 型 的 划分 .站 讲 的 4 EE EE , ifi 
只 是 一 种 特别 的 销 倘 中 瑟 ,不 要 与 类 开设 秽 一 一 主 省 广 ， 


a 
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ISE Im lee RA, Dim RS Ep E R ER E 
出 锋 闵 襄 阐 演算 的 符号 体系 之 外 。 值得 注意 的 是 ,集合 论 的 公理 
系 炉 可 以 限制 於 只 入 第 一 层次 的 (关於 过 个 概念 可 参见 第 三 瘟 103 
页 ) 四 就 在 集合 花 的 公理 结构 上 , 亦 有 些 类 似 论 层次 区 分 的 东西 ， 
因 乱 只 是 能 狗 很 简单 地 用 构 作 方 式 作 出 的 集合 才 彼 克 许 承认 ，. 

此 外 还 有 各 种 各 样 不 同 的 企图 ， 想 把 层次 区 分 根本 文 除 或 者 
只 在 很 弱 的 形式 下 使 用 ， 过 时 祥 葵 的 障 砚 当然 受用 适 沁 的 万 式 除 
去 . 有 关 的 著作 却 各 以 完全 不 同 的 方向 而 活动 , 因此 不 可 能 指出 
一 亩 狗 一 的 倾向 来 ?， 


1) PR AINI E o A RA AEROBE e ERA) 加 以 调整 使 合 
PORMA, TAH Ackermann, W.: Mengentheoretische Begründung 
der Logik. Math. Anne, 115(1937).-—- SJE -ERAR ET. 
我 们 可 引 P. Bernays PS AIRA, RR T CEER A 
算 之 内 的 。 np Bernays: A syitem of axiomatic set theory. Part I. 
lourn. Symb. Logic, 2 (1937): Part II, J.S.L., 6 (1941); Part. IN SIN, 
J.S.L.，7(1942): Part. V, Lët, 8(1943): Part. VI, J.S.L., 13(1948). 

2) Ainm SD, A. Church: A proof of freedom from Contradiction, Proc. 
Nat, Acad. Sci. U.S.A.,21(1935). W. V, Quine: New foundatiori for 
mathematical logic. Amer. Math. Monthly, 44 (1937).-——L. Chwi:tek 
and W. Hetper: New foundation of formal nietamathematics. Journ. 
Symb. Logic, 3(1938), 
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$5。 后 次 演算 的 方法 


根据 我 们 所 发 现 的 矛盾 ,我 们 必须 作出 结论 说 ,我 们 的 形式 党 
算 的 万 法 是 有 缺点 的 . 天 个 缺点 的 出 现 只 能 钨 由於: 当 我 们 把 原来 
的 就 锋 闵 男 词 演算 而 建立 的 公理 系 蔚 加 以 推广 上 时 ,我 们 还 不 狗 小 
必 地 处 理 的 条 故 . 

在 对 以 前 的 不 理 加 以 改正 时 , 需 了 得 到 正确 的 而 点 起 见 , 我 们 
还 须 把 以 前 对 演算 作 推 广 时 所 用 的 基本 原理 再 加 以 考察 一 次 . 我 
们 探 用 怀特 黑 与 吹 束 的 论点 . 

面 阐 演算 的 本 来 方法 是 把 条 列 或 多 系列 的 个 笨 作 仿 预 先 狂 

定 的 ,而 关於 狠 元 的 固 算 (尤其 是 量词 ) 则 以 涉及 过 些 个 体 的 炉 髓 
而 获得 其 还 辑 意义 . 演算 的 推广 在 於 :我 们 把 命题 与 硼 蛮 亦 当 作 
个 体 ， 因 而 对 论 必 须 提 及 命题 或 男鹿 的 纺 朵 才 能 多 得 其 玩 辑 意义 
.的 那些 符号 表 过 式 亦 是 容 放 的 . 

事实 上 , 过 样 的 不 置 是 有 问题 的 , 因 乱 必须 提 必 命题 或 夯 裔 的 
入 体 才 得 到 其 意义 的 那些 表 过 式 , 其 本 身 叉 可 算 作 命题 或 本 说 ,但 
另 一 方面 ， 要 能 够 提 及 命题 熏 本 蛮 的 炉 体 双 必 须 把 后 者 看 作 是 预 
先 确定 的 ， 过 襄 便 含有 一 种 还 辑 上 的 循环 ,我 们 有 理由 认 需 ,过 种 
WREE HRR. 

WIE, ki RRD IREE EE rg 


1) Æ — EHE M (Prädikat) R4 aim” (Funktion) At AREH . 
篇 保持 大 文 趣 是 ,我 们 炙 分 别 多 篇 不 同 的 名 舟 - 一 一 器 者 储 ， 
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的 值 ,我 们 便 须 把 命题 与 画 词 秋元 过 样 地 规定 ,使 得 上 涝 的 关於 命 
是 与 画 词 的 狠 体 的 有 疑 间 的 构成 法 得 以 免除 . 

根据 过 个 想法 我 们 得 出 怀特 黑 挟 多 束 的 类 型 得 或 层次 演算 . 

在 送 个 理论 训 , 我 们 可 以 区 别 十 个 不 同 的 观点 。 第 一 个 是 , 凡 
可 以 代入 一 个 图 词 的 实 位 处 而 作答 其 狠 目 的 ， 必 与 画 词 本 身 有 完 
全 不 同 的 性 质 ， 要 刻 划 一 画 鹿 , 欠 出 它 的 定 闵 域 是 必要 的 . 根据 
我 们 的 原则 ， 凡 是 依赖 礁 画 词 本 身 的 那些 东西 都 不 能 属 众 该 定义 
域 。 一 一 因而 我 们 得 到 一 种 概念 间 的 天保, 肝素 把 它 叶 做 类 型 梯 
级 。 原 来 系 葡 内 的 个 体 属 认 第 一 型 个体 计 衣 属 於 第 二 型 ， 一 般 
地 说 ,一 逮 辑 图 词 ,如 果 其 释 目 属於 <n MBESA -MARE n 
WR, EERE n 十 1 型 ， 一 画 蛮 的 每 一 个 空位 只 能 卉 以 属 认 
相应 释 目 的 型 的 客体 . 相应 地 , 量 说 的 使 用 亦 只 限 於 由 同型 客体 
所 粗 成 的 炉 体 ， 

除了 着 个 想法 以 外 , 司 特 黑 与 纵 素 还 利用 了 更 进一步 的 想法 . 
因 管 ,下 列表 过 式 的 普 沁 使 用 ,如 “对 春 一 切 个 体 彰 宰 ”,“ 有 一 个 侦 
BERR”, “对 从 一 切 命 题 "等 等 , 亦 是 有 问题 的 。， 很 可 能 , 在 某 个 
个 体 前 蛮 的 定义 中 ,出 现 了 一 个 相应 於 个 体 间 鹿 的 量 乔 ,因此 泛 个 
个 体 谓 询 便 须 提 及 一 切 个 体 谓 鹿 的 狗 体 才能 定义 ， 我 们 又 可 以 考 
咎 下 列 情 形 .“ 一 切 命题 都 或 鞭 或 假 ", 道 句 话 本 身 杰 是 一 命题 ， 但 
对 命 题 本 身 却 通 光 提 及 一 切 命题 的 礼 苯 而 定义 . SIS 
更 ,我 们 探 取 下 列 路 径 . 

我 们 想像 答 定 了 一 个 固定 的 个 钵 域 以 及 其 中 的 一 些 基本 讲 
ol. ,我们 可 把 适 些 基本 画 词 看 作 有 直觉 的 性 质 . 在 过 个 原 有 的 域 上 
我 们 使 用 狭义 画 说 演算 因而 得 出 一 个 "第 一 层 "的 理 苍 .第 一 层 中 
but IER GEES CH E SIE BIEL ER 
EA RO R db, än RR Di. DIr ERT Ge Een E 
rr 一切 ”由 “有 些 ” 当 然 是 只 涉及 原来 的 个 体 域 而 萌 的 。 把 第 一 层 
画 蛮 的 空位 卉 淇 ,或 把 量词 放 在 其 前 面 我 们 便 得 到 第 一 层 的 命题 


ke SS m SG SR 基 蔽 


ween 


Nimm R/its Jens RPE JSpnmdsngëze Se 
营 作 -一 个 新 侦 体 域 ,加 到 原 有 的 侦 体 域 去 ， An 2 intim SE OTHE 
魔 的 个 通体 系 作乱 基本 ,我 们 便 能 锡 雁 定 “第 二 层 oi el in Re 
域 ， 它 与 前 者 的 区 别 在 散 ， 玩 辑 画 词 的 伙 目 以 及 全 称号 、 存 在 号， 
不 但 涉及 原 布 的 个 人 艇 而 且 涉 及 第 一 层 的 谓词 及 命题 ， 

正和 由 第 -一 层 而 至 第 二 层 一 梯 , 我 们 可 得 第 三 硬 力 至 更 高 展 . 

通过 层次 汝 算 的 方法 ,一 万 面 我们 有 可 能 把 每 个 命题 ,性质 或 
山体 作乱 币 断 的 客体 : 另 一 方面 叉 合 我 们 能 多 避免 那个 关於 一 邹 
命题 或 一 切 丙 词 的 狠 体 半 种 有 疑问 的 过 算 ， 因 篇 我 们 只 尤 许 通 这 
稚 千 的 悄 次 构成 所 能 过 到 的 表 过 式 ， 又 因 篇 对 於 一 个 雄 定 履 次 的 
理论 , 它 上 所 涉及 的 客体 各 体 是 明确 地 限定 的 . 

篇 了 使 着 种 悄 次 取 分 在 我 们 的 符号 中 有 所 反映 起 见 ， 我 们 把 
命题 及 画 蛮 记号 标 以 数字 足 码 . 汗 些 记号 可 如 下 理解 ,一 命题 记 
IE Xn vi Heist, 的 值 域 是 限 认 在 第 n 履 理 论 中 的 命题 及 图 
词 的 。 凡 用 以 表示 一 命题 或 一 俱 定 夯 词 的 表 尖 式 ,我 们 部 要 求 其 
中 出 现 的 命题 记号 或 函 蛮 到 号 都 附 上 一 个 足 码 一面 调 记 呈 的 足 
EURAK op ISS A EAR 1 篇 足 码 的 画 词 记号 水 速 
以 原来 的 个 体 域 内 的 客体 篇 释 目 . 

我 们 的 公理 恰 疾 闵 画 宰 洲 算 的 相 辣 . 只 是 党 应 用 公理 蛙 , 命 
AH HRNEC PEMA HAEA. 代 将 公理 c): (x)F(x) 一 Fly) ,我 们 
有 一 个 公理 规则 :每 一 个 如 下 形式 的 公式 : 

(x)F,(x)—>EF,(y), 
(An)E mA) >FmlBa)s (m> n) 
(LG, Pal Gelb ff, 
REBAH BA An, B, 篇 命题 多 元 , 而 G, ERD. INS, 
对 公理 日 与 规则 y) EIE. 

社 代 久 有 时 我 们 杰 注 次 ,对 雁 合 题 炙 元 殿 画 诅 释 元 ,我 们 只 能 代 

入 同 层 的 或 低层 的 命题 霄 过 式 及 面前 表 厦 式 ， 至 施 一 表 过 式 的 足 


- et EE a: e un T 
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玛 则 如 下 定义 :如 果 在 一 表 过 式 中 出 现 的 足 码 最 高 的 乱 n, WRA 
有 一 个 属於 是 码 x 的 变 元 的 量词 出 现时 ,该 天 过 式 的 足 码 篇 n 十 1， 
BUREE n. 对 论 醒 市 表达 式 , 其 足 码 的 定义 逮 要 看 该 家 
过 式 的 稳 目 究 劳 是 什么 而 定 。 温 时 是 码 必须 提高 得 高 於 所 有 和 急 
目的 足 码 ， GARIR ER F a) ~G a) 是 一 个 第 一 层 的 个 体 
谓 箭 ， 但 却 是 一 伯 第 二 屠 的 画 词 画 彰 .党 夏 定 一 个 表达 式 的 足 
码 有 时 ， 逮 要 把 作 仿 缩写 用 的 记号 的 定义 式 中 所 出 现 的 足 码 计 及 才 
成 . 

照 过 样子 我 们 便 建立 了 一 个 新 的 淘 算 形式 ,层次 演算 , 写 是 原 
有 的 而 训 演 算 的 推广 ， 因 需 合 者 能 是 作 需 第 一 异 的 理 葵 而 包含 认 
其 中 的 ,但 车 与 我 人 上 面 所 作 的 男 户 演算 的 推广 相 比 较 蛙 , 它 却 在 
形式 汉 算 上 作 了 一 个 重要 的 限制 |. 

现在 必须 种 明 ,在 囊 论 中 出 现 的 矛盾 ,通过 履 欢 演算 已 经 可 以 
ART. SEL OUR AAEN, ET Din Fon, 

em A8. MAEA ëb kee A ERC 
P RRI P4(P)， 设 改 用 一 个 画 词 P4(P,) ,而 篇 一 位 固定 的 数 ， 
那 未 它 便 不 再 属於 第 悄 的 理论 ,对 春 P4(P,) 也 是 如 此 ， 因 此 Pa 
不 能 作坊 Pd RRE P, ZIE. BRER P4(P4) 根本 不 能 构成 ， 

在 第 二 个 评论 中 E 

(X) (Bh(X)—X) | 
ZAAR, ERA ERR RRP ERI 
算 的 要 求 , 把 X BRERA, Be X mp Leg 
n 必 来 整个 命题 便 是 一 个 第 n + 1 层 的 表 迷 式 。 因 此 在 公式 

(X,) {Ur (Bh(X,)—X,)) 
中 ， 表 过 式 A RAES X, 的 一 个 特殊 值 ， 因 而 我 们 得 不 到 公式 
AST, 就 内容 意 闵 上 说 ,如 果 我 们 篇 了 不 涉及 所 有 命题 的 禄 体 起 
LE p bës ur. “ 叫 在 有 时间 :内 所 说 出 的 每 一 个 第 一 层 的 

断言 都 是 假 的 ”， 那 未 我 们 便 可 以 把 它 看 作 是 芙 的 而 不 致 引 起 矛 
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盾 , 因 篇 宪 本 身 是 第 二 层 的 断 虹 。 如 果 在 表述 包 的 阁 语 时 不 说 “第 
RARE”, MR EBAR -EKRE w 至 高 篇 第 三 层 的 汤 
S 等 ,结果 亦 同 

在 第 三 个 议论 中 ， 所 间 用 符号 而 定 款 的 数 适 个 概念 吉水 及 了 
-DRRR MARRS, PIE ina Dsc(x) 的 表 过 式 中 出 现 了 存在 记号 
(EP). 如 果 我 们 根据 应 次 演算 的 意义 众 定 了 构 念 的 构成 ,不 直接 
地 说 到 一 个 用 符号 而 定义 的 数 ， 而 更 准确 地 说 明 宪 的 定 闵 表 迷 式 
中 最 高 层 是 什 三 , 那 末 了 矛盾 便 不 会 出 现 了 ; 因 乱 ,在 20 世纪 中 从 未 
用 过 最 高 篇 = 层 的 表 过 式 而 定义 的 数 的 最 小 者 ， 的 人 砍 可 由 过 个 性 
质 来 定义 ;但 过时 它 的 定义 表 过 式 却 属於 ”十 1 层 了 . 


$6. 履 次 演算 的 不 足 性 


我 们 看 见 , 由 於 层次 的 限制 , 我 们 的 麻 闵 演算 可 以 不 致 予 眉 ， 
那 是 当 使 用 无 限制 的 运算 时 上 所 引起 的 .现在 我 们 要 间 ,这 梯 一 来 ， 
章光 算是 不 是 太 拘 束 了 呢 ? 对 过 演算 我 们 必须 要 求 , 比 如 脱 , 写 能 
铬 把 在 数学 其 左上 起 重要 作用 的 那些 推理 式 表示 出 来 . 
SEENEN E [LERZ ERMEL REE — A, 已 使 
我 们 不 安 . 因 篇 ,在 定义 表 迷 式 (F) (Fx)~F(y)) 中 ,图 词 记号 F 必 
须 附 一 足 码 ,因此 ,我 们 竺 不 到 唯一 的 一 个 恢 等 性 关 傈 ;, 却 因 足 码 的 
RRRA ARMEA DD age), 三 (xy) ,三 ;(x,y) 等 等 。 过 固然 ` 
冰 不 十 分 可 怕 ， 因 得 所 有 融 些 不 同 的 谓 调 都 对 於 同一 的 对 偶 r, y 
同时 成 立 或 同时 不 成 立 ， 关 礁 壮 点 ,我 们 可 作 如 下 的 讨论 : 
首先 ,是 然 地 ,对 锥 每 个 ”由 关 傈 
(Fanti) Enti) ~ Er1ly)) 
RJ HE H BAIR 
(Fro) (F(x) ~F,(y)), 
因 篇 F 的 值 域 包 括 在 Fs+i 的 值 域 之 内 。， 因 此 便 关 明子 : 
=E n(x y). 
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现在 要 闻 ,其 道 
E EEN 

是 否 成 立 ， RIRH z= 工 的 情形 而 不 致 囊 失 了 普通 性 ， 我 们 
可 以 从 内 容 上 看 出 过 个 命题 的 鞭 克 性 : 一 个 涉及 客 铀 的 亩 前 只 曾 
Krings mens DD else ep e 
2. Szen än rä, JEE e E RA A B 
TÉH EJB E E RSR L Jh, E ER E A A hR 
HRE RER " ir Sr pi Reno SS RI, 7 RI DIS m RRI ` 
METO, H RET A IESSE RA RE RA BR RA) H) K ASLA F 
形式 : 


(Ez) (F) (EG) (F, ? G1,2,X). 
根据 我 们 对 O PERRE, PARN OCF Goz) 是 属於 第 一 层 的 ， 
因 篇 它 是 由 第 -- 眉 户 鹿 借助 於 运算 &, VY ， :一 而 联 缚 成 的 .由 
= (x,y) 可 得 
DF Giz x) ~OF ,G1,2,y). 
KREA HE — E PE aa Fi,G, ARHAN z 成 立 a 故 得 
(Ez) (F) (BG ICH, Giz, x) ~ (Ez) (F) (EG)@B(F,,G, ,2,y) 。 
ET 
(F2) (Fa(x)~F2(y)), 
BRERA T 
三 :(xy) 一 三 2(x yy) ， 
半 个 讨论 是 不 忽 注 章 的 ， 因 篇 写 不 能 才 助 我 们 从 公理 出 发 而 
”形式 地 推出 以 下 公式 
三 (x,y)— 三 ,(x ,>). 
但 它 入 指出 了 ,分 询 成 各 个 关 保 三 ,C(x,y) 站 没 有 原则 上 的 壤 处 . 
但 如 果 要 把 集合 瞪 以 及 数学 分 析 上 的 推理 式 在 我 们 的 演算 中 
表示 出 来 , 却 有 妥 重 的 困 府 。 在 试图 把 康 托 (Cantor) 的 关於 不 可 
数 集合 的 存在 性 的 辟 明 用 我 们 的 演算 的 表 才 法 来 表示 孟 ， 我 们 已 
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BREINE. Sp ,我 们 不 讨论 所 闻 整 数 焦 合 的 人 能 合 ( 它 已 经 
是 不 可 数 集 合 的 一 个 最 简单 例子 ) ,而 讨论 所 有 以 整数 作 篇 客体 的 
RRRA. 渤 时 我 们 必须 把 冲 些 谓词 的 贸 朵 加 以 限制 , 因 篇 依 
有 昭 层 次 演算 的 说 法 ,我 们 不 应 直 近 地 说 所 有 整数 谓词 的 集合 。 反 
之 ,对 认 壮 些 襄 词 必须 规定 一 个 最 高 层 . 

设 所 哆 的 眉 数 篇 4, 那 末 我 们 便 策 讨论 最 高 篇 w JD SS Er CR end 
的 策 合 , 且 须 证 明 ,过 个 牺 合 是 不 可 数 的 , 即 须 恰 明 ,如 果 用 其 种 方 
法 把 整数 与 该 集合 的 襄 词 作 一 一 .车 麻 ， 那 末 所 有 尖 订 的 襄 词 然 论 
如 何不 能 器 惟 该 集合 的 所 有 前 词 ， 

笠 了 要 依照 康 托 的 证 法 而 讨论 ,我 们 假 珊 ,有 其 一 个 所 要 求 的 
对 应 ;, 即 有 一 个 命题 R(x,P,) ,对 於 每 一 个 固定 的 x; 恰 巧 只 有 一 个 
ai P, 来 满足 它 。 斌 考虑 谓词 Pele), ESA x Eo BE > 
Präis pes ed, 不 成 立 ， 因 此 Pc(x) 可 定义 如 下 : 

(Pa) (R(x,Ps)—P,(x)). 

根据 适 诊 诅 的 定义 ;我 们 可 以 证 明 ,; 写 不 能 锡 是 有 整数 与 之 相对 应 
的 谓词 之 一 。 WA, 设 Pc m AE, UAA Rm, Pe), 
另 一 方面 根据 Pc 的 定义 以 及 洲 床 的 一 券 一 性 有 

Pe(m)~(R(m,Pc)—Pe(m)). 
根据 各 两 个 出 保 可 得 

Pe(m)~Pe(m) 

因而 得 :到 一 个 子 盾 . 

洲 由 康 托 的 症 法 而 类 推 , 得 到 了 过 个 知 果 之 后 280 RERE E 
到 目的 了 ， 但 事实 上 ,我 们 只 是 证 有 明了 存在 一 个 整数 齐 词 ,和 通 
坎 尺 而 与 整数 相对 应 的 所 有 有 谓词 均 不 相同 B AEA REA , BAN ep 
sl Pe 是 属 帮 我 们 的 集合 的 ;而 过 个 要 求 也 的 人 砍 不 能 满足 。 因 篇 章 
个 集合 只 包含 了 丑 的 谓词 ,而 Pelr) HERR EAB 

(Pn) (R(x,Ps)—P, (x)) 
HWE n t 1 层 的 。 因 乱 根据 层次 的 划分 来 醒 ,所 和 想 要 的 荆 明 是 


E 


177 


不 存在 的 . 

与 过 例 子 完全 相同 的 迁 有 其 它 很 多 情形 ， 由 从 层次 的 区 分 使 
我 们 不 能 把 一 些 数学 捧 理 式 来 作 膛 辑 演算 的 仿造 . 特别 地 ,对 儒 
数论 基础 便 是 适 赚 ， 在 数学 中 对 实数 售 有 不 同 的 引入 方式 . 我 们 
定义 一 实数 可 借助 於 康 托 的 基本 数 烈 ， 或 者 借助 於 扰 咒 十 进 小 数 
或 二 进 小 数 ,或 者 借助 从 狄 德 金 分 烛 ， 就 与 避 辑 相 联系 道 点 来 说 ， 
Enn Car ET 

只 须 考 虑 小 的 一 类 一 个 有 理 数 类 或 有 理 数 和 俩 可 通过 它 的 定义 
sen, et ENEE äs HR EI. 所谓“ 分 草 性 
KRR, Sc(P) , 芷 注意 ,等 价 的 谓 衣 表示 同一 实数 实数 必须 
构成 一 个 有 确定 范围 的 客体 域 ， 因 篇 在 分 析 中 称 常 出 现 着 关 雁 一 
切实 数 以 及 实数 存在 的 定理 ， 因 此 我 们 必须 把 用 以 定 闵 实 数 的 前 
鹿 限 於 一 定 的 域内 ,例如 只 尤 诈 用 第 一 层 的 谓词 以 定义 实数 . E 
此 ,一 实数 便 是 一 个 第 一 层 的 谓词 P, 它 满足 一 定 的 人 条件 Sc(P1). 

wënnt meter ES, État ig Rasch 
表示 . 但 却 另 有 一 个 间 题 :分 析 学 中 更 高 的 推理 式 可 否 从 我 们 的 
还 辑 理 论 得 出 呢 ? 特别 值得 提 的 是 .上 砍 界 定理 , 它 说 ,每 一 个 有 界 
的 实数 集合 都 有 -一 个 上 确 界 , 即 有 一 个 实数 =, 使 得 集合 中 每 一 数 
都 和 a, 又 每 一 个 <a 的 实数 ,至 少 被 集合 中 一 个 数 所 超过 我 们 不 
必 深 入 宅 的 准确 的 形式 的 感 理 (着 将 在 $8 PRAEH) 亦 可 以 
容易 地 从 办 容 上 说 明 ,就 表示 上 砍 界 的 齐 词 而 车 , 它 的 定义 中 出 现 
了 并 从 第 一 层 请 宰 的 会 称号 及 存在 号 ,十 便 等 从 前 ,过 个 谓词 本 身 
是 属於 第 二 层 的 ,因而 根本 不 表示 任何 意 数 。 因此 用 我 们 的 演算 
根本 不 能 作出 关於 上 确 界 存在 性 的 杂 明 . 


$7. 可 化 跨 性 公理 


前 面 的 例子 表明 了 ， 层 次 省 算 的 方法 把 推理 的 可 能 性 过 度 限 
制 了 ,因此 我 们 筑 设 法 加 以 修整 ,使 得 我 们 的 演算 具有 更 大 的 霍 活 


178 数理 未 辑 基 磋 

性 . 我 们 再 考 碟 一 下 .上 健 界 存在 性 的 嫩 朋 。 通 识 明 所 以 不 能 在 诗 

次 演算 中 着 出 ， 是 天 篇 ， 用 以 定 闵 上 确 界 的 谓词 力 高 於 一 府 的 稳 

故 . 要 完成 芝 钻 广 明 ,只 和 须 济 从 道 样 的 一 个 齐 词 慨 有 一 侦 等 价 的 第 
一 丑 良 鹿 便 成 , 因 篇 第 一 认 谓 词 的 砍 表 示 一 个 里 数 . 同样 地 ,天 雁 

不 可 数 和 集合 存在 性 的 康 托 脸 朋 交 然 . 

IIIe e Je SE e J — E Re mg ere 
Dn A. ABHA RHE Sp > IEEE 性 公理 . 

KREE 设 作 一 般 的 表述 起 见 ， 我 们 把 以 前 就 谓词 而 和 冠 
闭 的 等 价 概 念 加 以 推 庆 ， 一 般 地 我 个 把 两 个 具有 同一 种 疙 的 继 目 
的 画 鹿 是 做 等 价 , 只 要 它们 对 太 恰 巧 同样 的 多 目 同 时 成 了 并。 我 们 
上 再 引 一 个 新 名 词 , 一 个 醒 Sien e 请 的 ， An CG Rot 
DOSS H br erop ie, DREVE STEE EE 月 
作乱 唯一 的 未 确定 记 关 的 那些 表 尖 式 的 春 相 同 . 

REJA T anre ,我 何 生 个 公理 便 可 以 如 下 表述 : 

“对 雁 在 层次 演算 中 则 出 现 的 每 FAN PEERAA 个 等 d 
的 得 BRER”. 

它 含有 下 列 的 候 设 作 篇 特例 , 郎 对 枞 每 一 个 谓词 P,(x) (具有 
TRALEE n, HA 只 是 演算 中 原来 的 客体 ) 都 有 一 个 等 价 的 第 
一 情 谓 词 ,营利 用 演算 中 的 表 过 式 那 便 是 : 潮 太 每 个 

(Pn) (EP1) (x) (Ps,(x) ~Pi(x)) 
E REIS 

NAE AR, BAUER J aeS ENHA , 刚 出 避免 了 的 矛盾 
双 将 重新 引入 了 .但 事实 不 然 , 运 可 由 所 丰 理 的 共 论 而 容易 看 出 . 

首先 ,就 前 两 个 评论 而 车 .我 们 的 假设 移 不 能 应 用 ;第 一 例 所 
DARRER, KARR EAR HR PdO 本 身 就 是 让 请 的 ,第 二 
例 所 以 不 能 应 用 ， 因 和 起 我 们 的 公理 只 涉及 画 启 表 巡 式 东 总 有 涉及 
售 题 的 表 过 至 蕉 第 三 例 , 倒 是 可 以 内 用 我 们 的 假发 。 属 次 演算 
之 所 以 把 矛盾 除去 , 原因 在 於 : Gei Mds(x) MERIH ZEEE 


GEI SS 179 


Sri RI ali r 的 足 码 多 1。 着 小 便 有 一 个 机 会 可 以 
使 用 我 们 的 新 假设 了 我 们 可 以 断 早 , 存 在 一 个 与 Mds(x) 相等 价 
的 第 一 层 谓 油 ， 但 是 仍 不 能 把 以 前 出 现 的 矛盾 重新 引信. DS, 
序 使 存在 一 个 熏 Mds (x) 相等 价 的 彰 词 ,但 我 们 阔 没 有 窜 出 关於 道 
HEEN Et, KIRAR, WR Ser YAHA, 
因此 ,出现 了 矛盾 的 一 全 重要 休 件 便 失 掉 了 . 


8. 可 化 器 性 公理 的 应 用 
我 们 已 经 指出 , 朗 使 容许 可 化 话 性 公理 , 赤 论 仍然 是 可 以 删除 


”的 , 瞩 指 出 了 过 点 以 后 , 我们 便 须 用 一 些 例子 水 天 明 , 在 层次 演算 


的 富有 结果 的 麻 用 上 所 首先 过 到 的 一 些 阻 次， 如 何 可 以 通 温 温 公 
理 的 引入 而 得 以 克服 . 
作 篇 一 个 值 每 注意 的 优点 ， 由 假设 鞍 公 理 而 得 的 ， 首 先 可 以 
EH, PERPA T gE HRR 
GE d'H EA 
IER DÉI Dn (NAHA a 1E). ST RF Sea). 
Sr, RPREAR: An OCP.) SS Jop P, DU za 
式 ? 了 , 它 使 得 
(Cx) (Pale) ~P, C) PIMP) (A) 
ERER RPH MARERE A ice nk, Fam 
以 及 月: 
(LP, OP, (PIDP)., (B) 
证 ,在 (A) 中 把 会 称号 (P10) 放 在 前 面 ,再 由 公式 (34): 
(EP) (x) (P(x)~P (x))— EP) (和 (Pi 一 @(P。)) 。 
但 其 
(EP) (BP lët P,)) 


-一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 


D km zen, SS SS Del RKR. 
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可 换 以 等 价 的 表 过 式 
(LP, IP, it P), 
故 得 
(EP, C(x) (Px ~P Cr) )— C P OPOS P). 
RRAZ OEA a ,薄利 用 公式 (31) 便 得 
(Pan) (EP) (x) (P(x) ~P, Cx) est P, ((P)B(P)—BCP,)) e 
在 一 记号 前 面 的 公式 与 可 化 由 性 公理 相同 , 改 得 
(Ps)((PDD(P)—DP,)) 
Dm , 
(LP: IëLp, ia P, ÉP). (C) 
Si H ën REMH e) 可 得 
(Pa)D (Ps)—B(P1), 
应 用 规则 y) 得 | 
(P,)ØC(P,)—>(P OCP). (D) 
H (C) S (DE CB). 
但 是 如 果 把 @(P,) AEDA Pal) ~P, , WRR DEI ACTA 
EEM; Dä 
(x)(P,(x) ~P: (x))—> (P, (2) ~P,lz)), 
(x) (Pnl) ~P(x))— (PC(y)}~P.(y)) 
可 得 
~ (x) (Palx) ~P (x) )—>[ Pi C) ~P CyS Prl MNPC). 
KESPR OC) ARA (B) 也 成 立 , 即 
(P,) (P(x)~P,.(y))~(P,) (P(x)~P'(y)) 2 
或 可 写 篇 


三 (xy v) ~E ly), 


r 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 < 一 am 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 


1) 原文 是 把 PPn) 代 以 Pa(z) 一 Pa(y)， 双 使 使 得 下 面 三 行 公式 中 有 责 行 不 成 其 
SI konse, , 故 今 改 成 Pn(z) 一 Pn(y) 一 一 刘 者 计 . 
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更 突出 的 以 及 更 有 价值 的 是 可 化 归 性 公理 在 实数 论 基 础 上 所 
起 的 作用 我 介 已 经 对 狄 德 金 理 花 在 还 辑 滨 算 上 的 表示 作 了 一 个 
箭 短 的 指示 . 

狗 德 金 把 里 数 定 闵 篇 一 个 "分 坦 ”, 即 把 有 理 数 划分 篇 两 泗 , 寂 
RH FA AER.: 

1. WREE AAA. 

2. 第 一 类 91 没 有 最 大 的 有 理 数 . 

3 如果 一 有 理 数 属 检 第 一 争 , 那 未 所 有 更 小 的 有 有 理 数 亦 丑 於 
第 一 类 . 

正如 我 们 上 面 已 经 指出 的 刑 榜 ,在 上 述 道 种 区 分 中 ,我 们 水 这 
只 须 考虑 雨 关中 的 第 一 类 , 正 把 它 看 作 一 个 有 理 数 集 , 寂 可 以 借助 

因此 ,我们 使 如 下 进行 :我 倍 把 有 理 数 及 它们 之 天 的 算 入 基本 
Cu Ee ENEE 

GT EE 
满足 下 列 三 个 条件: 

1. (Ex)P(x) & (Ex)P(x) 

《通过 P(x) 及 P(x) 所 礁 定 的 两 类 都 不 是 空 的 ”)， 

2. GJP Ey) (<y) e Py))) 

(Cie J8RZRSroOSImëi. Sp Jon mer. DR 
HHEH P”). 

3, (x){POx)—(y) (< ,x) Py))) 

(“如 果 x RER P, 那 来 所 有 更 小 的 有 理 数 y RRE", 

演 三 个 性 质 合 余 起 来 - -我 们 可 想像 用 记 跌 & 来 联结 它们 一 
便 竹 成 了 一 谓 蛮 乙 的 "分 划 性 质 ”， 一 个 谓 鹿 的 示 个 性 质 我 们 到 以 
Sc(P). Widin i P H o ROGRS SE) 及 Sc(9) Di. EMR 
示 问 一 实数 当 且 仅 当 属 伶 P S 0 的 两 集合 彼此 相同 时, DU DIN 
当 Aeq(P,0) 成 立时 ,篇 了 大 到 层次 演算 的 或 求 , RIEUR 
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数 的 定义 讽 记 确定 一 最 高 层 砍 , 篇 了 便 程 序 画 可 能 简章 起见 ,我 全 
只 尤 许 用 Së Si mi 以 定义 实数 . 

现在 ,我 个 首先 引入 两 实数 天 的 大 小 关 傈 . HARA 

T Sc 的 谓词 P:,Q1ı Ss LP: Oil 与 Lomp P, Oil 车 长相 同 ` ES 
(x) (Pi(x)—?O1(x)) 
意义 相同 ,或 表 以 公式 
Sc(P1) & Se(Q:1)—>(Imp(P1, 01) ~S (P1:01)). 

命题 < (PO) 便 定 闵 如 下 : 

Se P Aë Set) nt Lut) ~Imp(P1,00) & Acaq(P1,00)). 
Hierz, 和 (Pi,01) W <P) WII AR 
DE ENGEN EES 

READ ERR TE Re EE CEET D un ER e Aa 
(Ey) Ez) (P Q) & Qile) & (x =y + z)) 
表示 由 P, 与 O, 所 定义 的 两 实数 的 和 ,而 
(Ey) (Ez) (P (y) & Q(z) & (x = y* z)) 
则 表示 其 积 (x =y tz RB sue s 则 表示 有 理 数 域内 的 三 项 基 
Së), 

Ke JARE DOE El EREE RA J ERRE 
MEIT. 一 个 半数 集 可 以 通 欢 满足 下 列 休 件 的 请 词 Se ACP.) 来 
(PAA(PO)—?Sc(P1)) & (PXO ARP: I) & AeqP1 ,0 A(01)). 
RS SS AOP) 界 认 上 的 断 阁 是 指 ， 有 一 -个 实数 大 於 或 等 从 该 集 

合 中 每 一 数 : 以 公式 表 之 则 篇 : 
(EP,) {Sc(PI) & (Q) (AOD), 
EH IR RAS CEPSchP A), EE LAAS A P EAEE 
AREF. 
我 个 还 假定 ,A4(P)) 至 少 有 一 -元素 ,邑人 以 下 公式 成 并 : 
(EP1)A(P1). 
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A DIS HEEG — ERR. EHAR 4 本 身 可 能 的 最 高 层 ， 
WEA EDA 2, IS 4(P) Dr ëlo Cl, 不 可 能 仍 恬 於 第 
— JR. 但 除了 1 以 外 却 可 以 随意 导 定 其 层次 .。 因此 我 们 随便 哆 取 
一 个 男 定 的 二 作 符 4 的 足 码 .关於 上 了 确 界 的 定理 便 可 如 下 表述 : 
如 采 : 一 个 RURE LR RRE RA -Aih 2, 

Lëns, 隆 的 数学 性 mm. de a zia 的 形式 ， HEE, 
HZR CSR ons Sp) 作出 其 供 
SS RIRE $3 rann, SE 4,(P1) 相应 的 信 集 可 用 户 词 

(EP1) (Pi1(x) & An(P1)) 

TRPE ANRA lag eg ES Vg(Cxd) ， 

IRRA RRR Vg(x, An 表示 一 个 实数 , EBR EREE A 
"Lag. 

IEE RR ED Vg(x, Aa) Dr SC Di ol ET -ANT 
数 . z 
HE, RBR, HEH Se 之 元 的 三 个 性 侦 对 於 Vg Rude 
的 ， 这 各 我 们 只 推出 第 一 个 人 性质. 


由 
(EP1) (An(P1)), 
(P)(An(P)—Sc(P1)) 
可 推行 
(EP1) (Sc(P1) & A.(P1)). 
因 篇 | 
Se (P )—(Ex)P Lei 

成 立 ; 故 又 有 


(EP) ((Ex)P (x) & AP). 
gë HI AREAS 
(Ex) (EP,) (P(x) & A,.(P1)), 
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SU 
(Ex)Vg(x,A,). 

biss na 

(Ex)Vg(x,A») BD (Ex)(EPD)CPi(z) & dns(Pi))。 
其 性 明 如 下 。 先 把 过 公式 继 形 需 

(Ex) (P) (An (P) >P, (x)). 

由 於 和 集合 An 有 界 性 的 假设 ,我 们 有 

(CEP) {Se(P1) & (Q1) (4:0) —><(Q:P:))}. 
此 外 又 有 


Sc(PD) 一 (Exz)Pi(xz)， 
疏 得 
(EP){ (Bei, Cx) & Sc(P1)& (OU (A.(O)—E(O01,P1))). 
根据 SCO P) 的 定义 ,容易 得 


se CO: P1) Sc(O1) gsScCP 一 (x)(5i(Cz) 一 Oi(Cz))。 

因此 上 面 一 公式 中 的 (ODAO D< te PAI DUT 

(ODLAS a (P(x)—01(x))], 

(x) [P(x)— (Q) (A,.(Q1)— O01(x))]. 
由 公式 

(EP\M(Ex)BP (x) &Sc(P)& [PGO NAO AG) 
便 可 推 得 
(Ex) (01) (A,.(01)—0;(7)), 
EI 
(Ex)Vg(x,4») . 

因此 诡 明 了 ,Vg(x,4,) 具有 第 一 个 分 划 性 和 质 . 


e 


1) HARMI Ands) — RAKHE. 
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BAHE EJ DIS Vg(x,A,) BAD SEZ 2 9 3181 H). D 
此 Sc(Vg) 成 六 . 

IB RER Met A, Ae EE BERPA 
证 阴 , 由 谓词 Vg(x,4A,) HPE RIEA A hii e—a aA a 
EFI. 但 Vg(x,4,) 本 身 息 非 第 一 层次 的 , 因 篇 其 中 出 现 一 量词 
CEP 小 .和 过 驯 便 需 用 到 可 化 名 性 公理 .根据 过 个 公理 有 

(LED, A (x) (P(x)~Vg(x, dell, 
因此 Vg(x, An) 定义 了 一 个 实数 . 
”分 证 明 ? 
(PID, lena Li Vgl, An) 
BI Vg(x,A,) PTE RERI RBC AnP) 所 黎 定 的 集合 的 一 个 上 上 究 . 

如 果 我 们 把 Vg(x, 4 ,) 及 < ERRERA, 党 个 公式 全 

(PI)(AsCP)—> (Cx) [P Cam ECOC) & AlO), 
EPERE EEF 

(Pi) Cx) (An Pi) & PIT CEQ) ADO1) & QC) 
HEA AERAR TA E) RA A. 
RARE , Vglr, An) 表示 最 小 的 上 界 ， EE E 
(POD{{Sc(PY & (O01) (4,0: ) 一 <(OwP 1) LS (Vg, P) h}. 
JE RAAHE fi RITR E EPIR ERR. 使 得 
(PiX [Sc(P1) & (OD (A ON (x) (Q, x) >P, taille 
— (y) [ (EP1) (Pi) & 4, (Pi) )—>P:(y)]}. 
让 于 我 们 可 把 全 称号 (x) 移 前 ,站 应 用 公式 (35) ,办 而 得 
(Pt[scCP) & (x) (O01) AilO1) & OIC 一 PiCz))] 一 
— (y) (Pi) (PI1(Y) & A,(P1)—P1(y))). 


1) EDERN (Pi) lAn Diet bh, Wei, ARER A A EO S Eh 
(R 164 TDF RAH RKR.  . 
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过 个 公式 可 借助 认 公 式 (227) 而 推出 ”. 

所 猴 的 例子 已 是 以 议 明 ， 要 把 层次 演算 改 成 一 个 足以 得 出 高 
等 数学 的 推理 式 的 系统 ,引信 可 化 电 性 公理 是 很 送 党 的. BHA 
助 於 层次 淘 算 而 把 数学 基 碘 完备 地 建立 起 来 ， 适 已 经 由 怀特 黑 与 
ERER J”. 


59. HERAK EE 


Sne, Senn RI EIERE D AAR 
RTR re, Dän RBA H HRMS, BERPA 
e a a E 

EVERA Re, "DEET Dier tee 

EARR IR re, e. IER, Ren 
RER, EE MRE E ARRESE AE AER 
SA ELE äert Oe, SEI 
算 而 引入 其 它 的 户 鹿 ， 每 个 丽 词 使 根据 其 定义 方式 且 具 有 一 定 的 
Ka. mmm Lët Rm, 因此 我 们 又 求助 於 可 化 
中 性 公理 . 

但 遭 个 公理 的 内 容 淖 闵 是 什么 呢 ? 一 点 也 不 明显, 屁 完全 不 像 
在 本 词 演算 的 形式 应 言 中 所 陈述 的 那些 推理 规则 我们 更 可 以 说 
出 可 化 甩 性 公理 的 更 多 不 爸 党 的 地 方 。 如 果 随 意 的 选取 基本 性 质 
与 基本 关 傈 ,可 化 生性 公理 显然 是 不 成 立 的 . 因此 在 每 一 个 具体 
情形 之 下 ， 我 们 必须 把 基本 谓 泣 系 加 以 推广 使 满足 可 化 妇 性 公理 
的 要 求 。 过 柑 的 推 唐 只 靠 可 构造 性 的 过 程 是 不 能 巡 到 的 ， 因 篇 根 
ERARA a, V, ,一 ,(z)，(Ez) 设 来 ,第 一 层次 的 谓 齐 是 封闭 
的 。 因此 只 有 一 个 可 能 ,部 第 一 层 灵 的 基本 调 普 系 必 须 假定 是 一 


ip 


1) BARERA, AKE. REH CFR AACR. 作者 腊 错 了 一 一 
RAR. 
2) A. N. Whitehead and B. Russell, Principia Mathematica. 
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AES RE, E TAERE e L E EE E 
我 们 的 可 能 定义 式 乱 天 . 

站 个 第 一 眉 次 的 范 词 域 驻 必须 足 狗 广 泛 ， 使 得 可 化 同性 公理 
Rr. 如果 我 们 识 篇 ,只 当 由 两 襄 词 所 对 订 的 集合 彼此 不 同时 ,我 
FIFAS a GD al td pn. "mr EU bn De Im A E D ES eer D 
DLR , PREE R ERAH A R EE SS ER H A ARA E 
铝 广 大 使 得 它 包 合 了 所 有 的 画 鹿 .过 样 , 层次 沪 算 的 想法 使 更 出 
了 不 必要 的 槛 攻 ， 我 们 可 以 盎 上 把 同一 型 的 所 有 男鹿 了 邓 都 看 作 -… 
ESER, 因此 鞭 索 的 想法 中 只 有 有 第 一 点 仍然 可 以 保留 , 即 
我 们 直 且 格 地 区 分 个 体 落 词 、 侦 体罚 词 的 苹 词 等 等 。 但 特别 的 属 
次 区 分 却 须 删除 了 .如 果 我 们 把 所 有 个体 谓词 系 当 作 一 个 固定 的 
入 体 ,而 用 涉及 仙 体 于 词 的 急 体 而 定义 一 个 新 的 个 体 谓 鹿 ,过 种 做 
法 可 没有 加 旺 的 循 焉 . HAERA BIA Aaa m, ARA 
Dee MES EE DE Eu 
SI BA EPERERA HEER EZ ERI DU e JB E RR At 
没有 有 本质 上 的 区 别 . 在 后 者 的 省 算 中 ,我 们 亦 可 以 如 下 地 定义 第 
— JER DI SÉ el, A ee IS Cer DI end. AE br E Hu GIE D e 
20012 sl, 

EEN Eelef REIR AEA? Want 
DD EN. It: ap 40828 ent STEE 目 而 使 用 ， 在 一 
画 尊 的 空位 感 作 过 楼 的 代入 现在 仍然 是 不 可 能 的 ， 因 篇 一 夯 词 永 
泪 比 宅 的 每 一 个 炙 目 具有 更 高 的 型 

其 它 两 个 证 论 其 有 上 与 第 一 个 识 论 本 筑 不 同 的 特性 .第 一 个 祥 
芥 对 一 般 形 式 :的 (如 我 们 所 管 玫 述 的 那 杆 ) Geelen CA TS, 
JH ER UE oe le A D de CL 00 TK (ër e ont 2 E CRE 
TIRE). ZS I8ze bro Dn 

Bh{(x) (Bh(X)—*X)) 
3 (X)[Bh(X)—>=(X, (Y) (Bhí Y)—>Y))! 


一 一 一 一 一 一 一 一 
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之 间 的 不 可 调和 性 ,第 二 个 评论 所 表示 的 是 : 
(Ex)Dsc(x), Scr(Mds x) 
以 及 
(P){ (CEx)P(x)—> (Ex) [P C) & OC< (y) >PO) 

ZERRI RAIE MEK E EE 
DÉI. ERR KR 2 goe RR, 因此 我 们 不 再 深信 考 刻写 
(ét 

Se br lors SR aE BU, e ER e AARE E T 
SE Suz A Dn ES ` 如 果 我 们 只 尤 许 个 体 请 词 秋 元 及 相应 的 量 
询 , 我 们 可 以 得 到 一 个 有 了 明确 范围 的 ,自身 封 阴 的 公式 价 域 . 涛 从 
过 个 癸 域 我 个 还 可 以 提出 特定 问题 . 

一 个 天 有 从 还 塌 的 一 般 籍 构 ,不 致 引 起 可 化 各 性 公理 的 困 准 的 ， 
可 见 於 希 泵 柏 股 对 数学 基 伴 上 所作 的 各 探讨 中 ， 定 们 不 和 久 将 一 诸 发 
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Griechische Buchstaben, Gebrauch der 
Grundformeln, logische 


Grundverknüpfungen, logische 


Haubersches Theorem 


Identische Formeln 


Identität, Prädikat der 


Immer richtige Aussagenverbindungen 


ATERRAR 
RERA 
ERR AE Aa n 


AE 
KEAR 


IS ge 
ah ER ce Ré 


Immer richtige Formeln des Klassenkalküls 沽 演算 中 的 水 贤人 公 


Implikation 
Individuelle Zeichen 
Individuen 
Individuenbereich 
Individuenvariable 


lInduktion, voliständige 


Klaminern, Ersparung von 
Klammernzeichen 


Klassenkalkol 


个 铭记 号 

dk 

dE 

侦 体 尼 元 

EISE ERE) 


括号 的 多 省 
量词 记号 
类 演算 


Kommutatives Gesetz des Aussagenkalkiils gy KATA PA AR 


Konjunktion 
Konstituenten 
Konvergenz, gewöhnliche und gleich- 


mässige 


Lateinische Buchstaben, Gebrauch der 


Cam 
EI 
eem SI 


拉丁 字母 的 用 法 


Mannigfaltigkeit der Aussagenverbindungen SR £ cn Kë) S DO 


Menge aller Teilmengen 


geordnete 


所 有 部 分 集合 ( 子 集合 ) 的 集合 
AFE 
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opt e 


—— ,wohlgeordnete 


Mengenlehre 


Normalform, konjonktive des Aussa- 


genkalküls 


„ausgezeichnete konjunk tive 
—— ,disjunktive des Aussagenkalkiils 
——— ,Piancxe 


一 一 一 ， Skolemsche 


Obere Grenze, Satz von der 


Ordnung einer Menge 


Paradoxien, logische 
Partikuläre Urteile 
Pascalscher Satz 
Prädikat 


Prädikatenkalkül, einstelliger 


yengerer 


一 一 一 ， erweiterter 


der zweiten Stufe 


Prädikatenprädikate 
Prädikatenvariable 
Pradikate nzeichen 
Präfix 

Principia Mathematica 


Produkte, logische 


Reduktionssatre zum Entscheidungs- 
problem 


Reclle Zahlen, Begründung der Theorie 


BEIS 
Gs 


Ze BÉIS rb mu Mea 


LEE 

Ze HRE RYDT Dep, 
AI SA 

EPPKREN 


Lem 
一 集合 的 次 序 


EECHER 
由 斯 加 定理 
Gr 

一 元 谓词 注 算 
IRER RIIA R 
Ra 
SA DISReel SS 
Sëzslzëen 

H EDENA 

BRI 

HPH 


PEH AH CER E E 


家 数论 基 碳 


we EE -一 -一 一 


w 中 名 


Reflexivitat 


Schema für "aP? und "es gibt” 
Schlussfiguren 

Schlusschema 

Seinszeichen 

Sheffersche Strichverk nüpfung 
Stufenkalkül 

Summer, logische 


Symmetrie 


Teilmenge 

Traditionelle Logik 
Transitivitat 

Typ ener Prädikatenvariable 


Typentheorie, einfache und verzweigte 


Umbenennungsrege: für gebundenen 
Variablen 

Umformung von Aussagenverbindungen 

Unabhangigkeit der Axiome des Aus- 
sagenkalküls 

der Pradikatenkalkuls 


Variable für Aussagen, lndividuen, 
Prädikate 


e gebundene und freie 


Vereinfachung von Aussagenverbindungen 


Vereinigungsinenge 
Vertauschungsregel für die Klammer- 


zeichen 


e R A S 


调 SM E ¥ 
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E REE 


BAHU T RAA (S) 
推理 格式 

苦 洒 规则 (推理 模式 ) 

存在 号 

合 佛 的 竖 记 号 

层次 演算 

ern 

SE 


子 集 (部 分 集 ) 
Ge 

可 传 性 

(ën mg 
EE 


KI RTCA RY 


Sé AE 
AD EATUR AEE CEE 


ZBëdag/rmgnn 一 一 

e Kë, (EISES, RRIA TG 
KRAG RIAT 

He ARNE 


ELENE ETH 


dd te et bt o 
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Vollständigkeit der Axiome des Aussa- 
genkalkuils 
一 -一 一 des Pradikatenkalkuls 


Wahrheitsfunktion 
Widerspruchsfreiheit, Problem der 
Wirkungsbereich ener Klammerzeichens 


Wohlordnung 


Zahlbegritf, logische Behandlung des 
Zablenreihe, Grundeigenschaften der 


Zuordnung, eineindeutige 


ARR ASA FER SE IR EE 


ERRAN 一 一 


AIS 
AF A vee EE 
量词 的 作用 人 区域 
良 序 ( 整 序 ) 


Tor DI DESS 
BEREE 
LÉI 


P oa 


中 德 名 


—— Ñj RE eineindeutige Zuordnung 


EE obere Grenze 
RS Teilmenge 


CN 


2: ER Widerspruchsfreiheit 
化 用 定理 Reduktionssätze 
公理 Axiom 
公理 孚 入 Axiomensystem 
ZTE Schnitt 

分 本 人 律 Distributive Gesetze 


分 支 类 型 验 Verzweigte Typentheorie 
五 E 


可 换 律 Kommutatives Gesetze 

nj E Transitivität 

RAEE Erfillbarkeit 

外 延性 公理 Extensionalititsaxiome 
KA identische (immer richtig ) 


Formeln 


ij Si E X 


全 称号 Allzeichen 


全称 逢 新 allgemeine Urteile 


合 取 记 Konjunktion 

合 取 第 式 konjunktive Normalform 
SC RS Durchschnitt 

RRE Reflexivitat 

ët freie Variable 

SR geordnete Menge 

存在 号 Seinszeichen 


t È 


YEME Wirkungsbereich 
RPE RTEA Entscheidungsproblem 
否定 Negation, Gegenteil 
Gell: Vollständigkeit 

RP Wohlordnung 

RS Wohlgeordnete Menge 


g ZEI Umbenennungsregeln 
八 Œ 


命题 Aussage 

命题 证 算 Aussagenkalkiil 
ZrBgze Disjunktion 

Sr E gc disjunktive Normalform 


JEŠE Identität 
请 请 的 pridikative 


九 SS 


党- 证 Gegenstand 

mm Präfix 

RU ERGI prinexe Normalform 
约束 秋元 gebundene Variable 


十 È 


个 四 Individuen 

AMAR Individuenbereich 

人 个体 继 元 Individuenvariable 

| Fliminationsregeln 

JCJ Bliminationsproblem 

EFRR Partkuläre Urteile 

en Déi AORE ausgezeichnete 
junktive Normalform 


pjg Funktion 
Reg 


基本 公式 Gruadformeln 


HEJS Ableitung 
推演 规则 Abteitungeregeln 
HAI Regeln, Schenw 


+z% 
集合 Menge 


一 一 BF geordnete 
e BEE wohlgeordnete 


Së Mengenlehre 


Erde CEA —— M- 


kon- 


in Klammernzeichen (Quantoren) 
营 通 有 效 人 性 Algemeingältigkeit 
ZAKIA DI Ersetzungsregeln 
等 价 ( 值 ) 式 Äquivalenz 

SEI: Anzahibegriff 

Akk Gleichzahligkeit 

结合 很 Assoziatives Gesetze 


tR 
演算 Kaka 
Ty ADEA Aussagenkalkūl 
-一 一 ,类 Klassenkalkül 


一 一 , AS EE SEL engere 


kalkul 


Prädikaten- 


一 一 -, Bizk iiin erweiterter Prädika- 
tenkalkiil 

,层次 Srutenkalkal 

JHAR Dualitätsprinzip 


SE Paradoxien 


"TNS 


座次 Stufe 

SA IS Stutcnkalkil 

选择 公理 Auswahlaxiom 
Zi Normalform 

一 一 , 合 取 konjunktive 
一 一 , 析 取 disjanktive 
a BU ER Danexe 
-— FFRAM ausgezeichnete kon- 


junktive ——— 


模式 Schema 


一 一 一 一 Tel 一 


eg 


d 


H 德 名 


BKS 


žm CRE Unabhängigkeit 
ären Verknüpfung 
SS Prädikat 


Rz zz Pradikatenpra likat 


DI 


S 了 Prädikatenvariable 


Serie Piädikatenkalkül 
十 七 

DR SEH US: einfache Typentheurie 
LASS 


JH Typ 
Aea Typentheorie 


Da 


zl Pë e ER 


—— D E einfache 


af E verzweigte -一 一 一 
SËCH Klassenkalkul 
Eau Induktion 


一 一 一 完全 vollständige 


thE 


ZAE Lmplikation 
条 注册 有 | Schlussschema 


二 十 二 如 


开元 Variable 


— EH treie - 
, EI EI treie 


nn, SIE gebundene 


Y 


t Umformung 


SS A SS BR SS 


Ackermann Feler 时 
Aristoteis yh H- Z A 


Behinann RS 
Bernays {HRH 
Boole 2 ER 
Bretanos {iR Äre 


Cantor ERE 


Church 于 二 


Curry "Co E 
Dedekind JKE G 


Fraenke! ABRA T GN 
Frege 3p HE 


Gentzen EEk 
Göde HAM 


Hauber 4H 
Hilbert zo A+R 


Jevons BEE Hr 


Kant 康德 


Leibniz REER 
Löwenheim Y ari 
Lukasiewicz B-E 


De Morgan mt 


Von Neumann JS, 
Nicod JE 


Pascal 由 斯 加 
Peirce RX Ep Bn 


Russell Ze e 


Schmidt 施 窗 特 
Scholz ei 
Schröder "Rp Säi 
Sheffer Sf 


j Skoleny 斯 科 林 


Turing 杜 令 
Whitehead [H ikt m 


Zermelo # Eé 


A 


